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Capitolo 1

I circuiti e le grandezze elettriche

1.1 Introduzione

L'oggetto di studio dell'elettrotecnica è il circuito elettrico che, nella
sua più semplice realizzazione, può essere costituito da un generatore
elettrico e da un utilizzatore elettrico connessi tra loro da una linea
elettrica, si veda Figura 1.1. Funzione fondamentale del circuito elet-
trico è quella di trasmettere potenza dal generatore all'utilizzatore. Lo
schema di Figura 1.1 evidenzia inoltre la proprietà comune di genera-
tori ed utilizzatori elettrici di essere, sostanzialmente, dei bipoli, cioè
di possedere due poli (morsetti) medianti i quali è possibile collegare
l'apparecchio al resto del circuito.

Nella pratica, i circuiti elettrici possono essere costituiti in modo
più o meno complesso e comprendere più generatori e più utilizzatori
connessi tra loro da una o più linee. Con�gurazioni di questo tipo
prendono il nome di reti elettriche (Figura 1.2).

Prima di procedere nell'analisi del comportamento dei circuiti e

Figura 1.1: Circuito elettrico elementare

1



2 CAPITOLO 1. I CIRCUITI E LE GRANDEZZE ELETTRICHE

Figura 1.2: Esempio di rete elettrica

delle reti elettriche, per meglio comprendere i fenomeni e le grandezze
�siche coinvolte nel fenomeno di trasmissione della potenza elettrica,
si analizzerà il comportamento del sistema rappresentato in Figura
1.3 che rappresenta una possibile realizzazione pratica del circuito
elementare di Figura 1.1.

Il sistema è costituito da una vasca, divisa in due parti da un
setto poroso che consente il passaggio di ioni, ma non il mescolamento
meccanico, riempita con una soluzione di solfato di rame (CuSO4) e
di solfato di zinco (ZnSO4). Nelle rispettive soluzioni sono immersi
un elettrodo di rame e uno di zinco. Un dispositivo così con�gurato
prende il nome di Pila Daniell.

Ai due elettrodi è collegata, mediante �li metallici, una lampadina.
La lampadina è costituita (nella versione messa a punto da Edison)
da un bulbo di vetro nel quale è stato praticato il vuoto e da uno
zoccolo in materiale isolante che sigilla il bulbo. Sulla periferia del-
lo zoccolo è disposta una vite di ottone che costituisce il primo polo
della lampadina, mentre sulla base è disposto un bottone metallico,
opportunamente isolato dalla vite, che costituisce il secondo polo del-
la lampadina. Nel bulbo è sospeso un �lamento in carbone le cui
estremità sono collegate rispettivamente alla vite e al bottone.

Se si collega la lampadina alla pila con dei �li metallici, si nota che
il �lamento diventa incandescente e questo porta a concludere che una
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Figura 1.3: Esempio di circuito elementare

certa energia fornita dalla pila viene trasformata in luce e calore dalla
lampadina stessa.

Il fenomeno si può interpretare sfruttando le reazioni riportate in
(1.1).

Cu++ → Cu+ 2e

Zn+ 2e→ Zn++
(1.1)

Lo ione rame Cu++ si deposita sull'elettrodo di rame cedendo la
carica 2e1 mentre il corrispondente ione SO−−

4 migra, tramite il set-
to, nella seconda parte della vasca. Lo zinco del secondo elettrodo
acquisisce, attraverso la connessione costituita dai �li metallici e dal-
la lampadina, la carica 2e ceduta dal rame ed entra in soluzione sotto
forma di ione Zn++ ristabilendo l'equilibrio delle cariche.

La circolazione di carica elettrica attraverso il �lo di carbone della
1Il simbolo e indica una carica elettrica positiva di valore pari alla carica dell'elettrone

(1.602 · 10−19[C]). I simboli + e − indicano cariche dello stesso valore di e ripettivamente
positive e negative.
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lampadina genera, per attrito, calore che rende incandescente il �lo
di carbone che non può bruciare poichè nel bulbo non vi è la presenza
di ossigeno.

1.2 De�nizioni principali

L'esperienza descritta nel Paragrafo 1.1 consente di evidenziare alcu-
ne grandezze che meglio si adattano a descrivere i fenomeni energetici
coinvolti senza entrare nel merito delle reazioni chimiche/�siche. In
particolare, si de�nisce corrente elettrica la quantità di cariche positi-
ve dq trasferite dall'elettrodo di rame (che essendo l'elettrodo da cui
escono le cariche positive prende il nome di polo positivo) all'elettro-
do di zinco (che essendo l'elettrodo in cui entrano le cariche positive
prende il nome di polo negativo) nel tempo dt, si veda la (1.2). E'
evidente dalla de�nizione fornita che, convenzionalmente, la corrente
elettrica viene riferita al moto di cariche positive, opposto quindi al
movimento e�ettivo degli elettroni nel conduttore.

La corrente elettrica si misura in [A] (Ampère) che costituisce una
unità fondamentale del Sistema Internazionale. Si assume conven-
zionalmente che la corrente valga 1 [A] quando la forza di attrazio-
ne/repulsione, per ogni tratto pari ad 1 [m], di due conduttori distanti
1 [m] percorsi da corrente (si veda Fig.2.11) è pari a 2 · 10−7 [N ]2.
Fissata l'unità di misura della corrente si può naturalmente derivare
quella della carica [C] = [A · s] (Coulomb).

i =
dq

dt
(1.2)

Si de�nisce tensione elettrica il lavoro dW erogato dalla pila per
unità di carica dq movimentata dall'elettrodo positivo a quello ne-
gativo, si veda (1.3). La tensione elettrica si misura in [V ] (Volt)
che nel Sistema Internazionale è un'unità derivata [V ] = [J/C] =
[kg ·m2/(A · s3)].

2La legge con cui si attraggono/respingono due conduttori percorsi da corrente è dovuta ad
A. M. Ampère
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v =
dW

dq
(1.3)

In relazione al signi�cato �sico delle grandezze tensione e corrente,
il prodotto delle due fornisce la potenza p erogata dalla pila e assorbita
dalla lampadina come indicato in (1.4)

p = v · i =
dW

dq
· dq
dt

=
dW

dt
(1.4)

La misura di tensione e corrente nel circuito elementare può essere
e�ettuata secondo la seguente procedura. Si supponga di registrare,
in funzione del tempo t, la massa dell'elettrodo di rame mcu e dell'e-
lettrodo di zinco mzn. Dal momento che per ogni atomo di rame, di
massa m∗ pari a 1.0552 · 10−25, che si deposita sull'elettrodo di rame,
questo riceve due elettroni erogando la carica positiva equivalente 2e,
ad ogni variazione dmcu che si manifesta in un intervallo di tempo
dt corrisponde un passaggio di carica dq calcolabile come indicato in
(1.5).

dq =
dmcu

m∗ · 2e (1.5)
La corrente può essere quindi determinata, da misure sul circui-

to, attraverso la relazione (1.6) dove la costante 2e/m∗ può essere
valutata sfruttando la relazione in termini �niti (1.7).

i =
dq

dt
=

2e

m∗
dmcu

dt
(1.6)

∆q =
∫ ∆t

0
i · dt =

∫ ∆t

0

2e

m∗dmcu =
2e

m∗∆mcu (1.7)
In particolare la (1.7) per una variazione di massa del rame ∆mcu

pari a 31.785 [g], la carica �uita nel circuito vale ∆q = 96580 [C],
l'elettrodo di zinco ha perso ∆mzn = 32.69 [g] e la costante 2e/m∗

vale 3038.54 [C/g].
Per valutare il lavoro eseguito dalla pila e trasformato in luce e

calore dalla lampadina, si osserva che, ponendo all'interno di un ca-
lorimetro una soluzione di solfato di rame (CuSO4) e versando nella



6 CAPITOLO 1. I CIRCUITI E LE GRANDEZZE ELETTRICHE

soluzione stessa 32.69 [g] di zinco, avviene la reazione esotermica in-
dicata in (1.8). Nel calorimetro si depositano 31.785 [g] di rame e si
misura (tramite la massa, il calore speci�co e il salto termico della
soluzione) lo sviluppo di una energia ∆W pari a 106300 [J ] sotto
forma di calore.

CuSO4 + Zn→ ZnSO4 + Cu+ ∆W (1.8)

Nella pila Daniell avviene la medesima trasformazione chimica,
ma l'energia ∆W , poichè non si ritrova sotto forma di calore nelle
soluzioni dei due solfati, per il principio di conservazione dell'energia,
non può che essere stata utilizzata per muovere le cariche elettriche
dall'elettrodo positivo a quello negativo. Questa esperienza permette
quindi di valutare la tensione che si manifesta ai morsetti di una pila
Daniell come indicato in (1.9).

V =
∆W

∆q
= 1.1 [V ] (1.9)

1.3 De�nizione operativa delle grandezze elettri-
che

L'esperienza descritta nel Paragrafo 1.1 ha consentito di �ssare la no-
zione di circuito elettico, presentando un esempio di bibolo generatore
(la pila) e di bipolo utilizzatore (la lampadina) e di indicare un me-
todo operativo per realizzare attraverso una bilancia, un cronometro
ed un calorimetro uno strumento per la misura della tensione (che
prende il nome di voltmetro) e della corrente (che prende il nome di
amperometro).

Si è messo dunque in evidenza il fatto che gli ingegneri si avval-
gono della de�nizione operativa delle grandezze �siche: vengono cioè
indicate una serie di operazioni ripetibili che, in un certo contesto di
condizioni al contorno (nel caso in esame, ad esempio, di tempera-
tura, di concentrazione degli elettroliti, ecc.), portano a quanti�care
con un errore stimabile la grandezza oggetto di misura. D'altra parte
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Figura 1.4: Aperometro ideale

Figura 1.5: Voltmetro ideale

nessuna grandezza non de�nibile in modo operativo può interessare
gli ingegneri in quanto, non essendo misurabile, non rientra nel campo
di manipolabilità tipico del loro interesse.

Avvalendosi di queste esperienze e del continuo miglioramento del-
le conoscenze è stato possibile costruire voltmetri ed amperometri che
sempre meglio approssimano il funzionamento ideale, tali cioè da con-
sentire la misura del valore istantaneo di tensioni e correnti variabili
nel tempo, al limite, senza alterare la grandezza oggetto della misura.

Gli amperometri ideali sono quindi bipoli costituiti da un quadran-
te di lettura della misura e da due morsetti di cui uno è contrassegnato
con il simbolo +, si veda Figura 1.4. Considerato il circuito di Figura
1.6a in cui compare un bipolo generatore G (la pila), collegato ad
un bipolo utilizzatore U (la lampadina), l'amperometro ideale inseri-
to come A1 fornisce una indicazione positiva e la corrente misurata
corrisponde alla carica elettrica positiva che entra nell'unità di tempo
nel morsetto contrassegnato.

I voltmetri ideali sono bipoli costituiti da un quadrante di lettu-
ra della misura e da due morsetti di cui uno è contrassegnato con il
simbolo +; ai due morsetti sono collegati due cordoni le cui estremità
vengono collegate ai punti del circuito tra i quali si desidera valutare
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(a) (b)

Figura 1.6: Proprietà di amperometri e voltmetri ideali

la tensione elettrica, si veda la Figura 1.5. Il voltmetro ideale forni-
sce istante per istante il lavoro che occorre per spostare una carica
elettrica unitaria positiva lungo una linea coincidente con il percorso
individuato dai cordoni orientata dal morsetto positivo a quello nega-
tivo. In base a quanto visto a proposito della pila Daniell, il voltmetro
V1 fornisce una lettura positiva corrispondente a quanto indicato nella
equazione (1.9).

Proprietà autoevidenti degli amperometri e voltmetri ideali posso-
no essere ottenute dal confronto delle Figure 1.6a-b: la lettura del-
l'amperometro A2 è opposta a quella dell'amperometro A1 e la lettura
del voltmetro V2 è opposta a quella del voltmetro V1.

1.4 Circuiti in regime quasi-stazionario
Si supponga di collegare al circuito elementare indicato nel Paragrafo
1.1, in luogo della pila Daniell un generatore che fornisca una tensio-
ne alternata sinusoidale del tipo vg(t) = VM cos(ωt), di ampiezza VM

costante e di pulsazione ω regolabile, e di attrezzare lo spazio circo-
stante con una serie di voltmetri ed amperometri come è indicato in
Figura 1.7.

L'esperienza mostra che le indicazioni degli strumenti sono in�uen-
zate dalla pulsazione ω. In particolare se la pulsazione ω è nulla si par-
la di regime stazionario, il generatore applica al circuito un tensione
costante vg(t) = VM e si osserva che:

• l'indicazione dei voltmetri V1e V2 pur essendo diversi i percorsi
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Figura 1.7: Circuito elementare in regime variabile

dei cordoni, non di�eriscono tra loro. L'indicazione dei voltmetri
V3 e V4, i cui poli sono cortocircuitati tramite cordoni che descri-
vono un'area non nulla, presentano in ogni caso indicazione nulla.
Si può concludere che in questo caso l'indicazione dei voltmetri
dipende esclusivamente dai punti di connessione dei cordoni al
circuito e non dal percorso degli stessi.

• l'indicazione degli amperometri A1 e A2 sono identiche, pur oc-
cupando posizioni diverse all'interno del circuito. L'indicazione
degli amperometri A3 e A4, i cui morsetti sono aperti, presen-
tano indicazione nulla. L'indicazione degli amperometri, quindi,
non dipende dalla posizione lungo il circuito ed è diversa da zero
solo se l'amperometro è inserito nel circuito.

Se la pulsazione ω è diversa da zero (si parla in questo caso di regime
variabile sinusoidale) le cose cambiano e le di�erenze rispetto al caso
stazionario diventano sempre più signi�cative quanto più alta è la
pulsazione stessa. In questo caso si osserva che:

• i voltmetri V1 e V2, pur essendo collegati agli stessi estremi, dan-
no indicazioni alla medesima pulsazione e fase, ma di ampiez-
ze diverse ed altrettanto avviene per gli amperometri A1 ed A2
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che, pur essendo inseriti nello stesso circuito, occupano posizioni
diverse.

• l'amperometro A3 ed il voltmetro V3 forniscono indicazioni non
nulle, sempre di pulsazione ω, con valori di corrente e di tensione
che, se tali strumenti (insieme allutilizzatore U) sono posizionati
presso il generatore G, sono in fase con le indicazioni di V1 e di
A1.

• il voltmetro V4 e l'amperometro A4 poi forniscono indicazioni
non nulle, sempre a pulsazione ω, ma le indicazioni sono sfasate
in ritardo rispetto a quelle degli strumenti vicini al generatore.
L'esperienza mostra che il tempo di ritardo è pari al rapporto
d/c dove d è la distanza dello strumento dal generatore e c ≈
3 · 108 [m/s] è la velocità della luce.

L'esperienza mostra, quindi, che nel caso di regime variabile il cam-
po elettrico e quello magnetico, tra loro correlati3, si propagano nello
spazio e le trasformazioni energetiche non si limitano al circuito che
genera il campo elettromagnetico. Inoltre si ha che, se il tempo di
transito τ = r/c del circuito da parte della luce è molto piccolo ri-
spetto al periodo T = 2π/ω delle tensioni e delle correnti imposte
dal generatore e cioè se è valida la disuguaglianza indicata in (1.10),
allora si può parlare di regime quasi-stazionario e le misure elettriche
rispondono, con buona approssimazione, alle condizioni tipiche del
regime stazionario per cui ha senso parlare di circuito (caratterizzato
da una ben precisa corrente) e di bipoli (caratterizzati da una ben
precisa tensione e corrente ai poli).

Per il regime stazionario e per quello quasi-stazionario i circuiti
si potranno studiare con le modalità descritte nei seguenti capito-
li, modellando i diversi bipoli reali mediante opportuni bipoli ideali
ed individuando le leggi cui rispondono le correnti e le tensioni dei
circuiti.

3Il legame tra il campo elettrico e quello magnetico in condizioni di regime comunque
variabile è descritto dalle equazioni di Maxwell.
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τ =
r

c
¿ T =

2π

ω
→ γ ¿ R = c · T (1.10)

Per �ssare le idee di quali siano le tipologie di circuito che rien-
trano in questa de�nizione, si consideri che lo spettro signi�cativo (e
cioè il campo di frequenze in cui esistono armoniche isofrequenzia-
li di tensioni e correnti che danno luogo a potenze signi�cative dal
punto di vista ingegneristico) delle tensioni e delle correnti in gioco
nelle trasformazioni energetiche nei sistemi elettromeccanici è limita-
to a frequenze massime dell'ordine di 104 [Hz] (e quindi a periodi
dell'ordine di 10−4 [s]). A�nchè si possa a�ermare che un circuito
funzioni in regime quasi stazionario occorre che la sua dimensione
γ sia piccola rispetto alla distanza percorsa dalla luce nel periodo
più piccolo del campo signi�cativo delle tensioni che nel caso cosi-
derato vale R = c · T = 3 · 104 [m]. Appare evidente da questa
indicazione numerica che la condizione di funzionamento in regime
quasi-stazionario sarà soddisfatta nella maggior parte delle applica-
zioni industriali iniziando a produrre indicazioni inattendibili per cir-
cuiti molto estesi o per frequenze dell'ordine di quelle usate nelle
trasmissioni a radiofrequenza.

1.5 Convenzioni di misura
Si supponga di avere un circuito funzionante in regime quasi stazio-
nario e di non conoscere la natura energetica di un bipolo inserito nel
circuito stesso. Se si collega un voltmetro e un amperometro ideali ai
suoi morsetti come indicato in Figura 1.8a ed il prodotto delle indica-
zioni dei due strumenti di misura è positivo allora il bipolo è un bipolo
utilizzatore, viceversa se il prodotto è negativo allora il bipolo sarà un
bipolo generatore. La connessione di voltmetro ed amperometro che
produce tali risultati prende il nome di convenzione di misura degli
utilizzatori.

Se, viceversa, si collegano gli strumenti come indicato in Figura
1.8b ed il prodotto delle indicazioni è positivo allora il bipolo è un
generatore, in caso contrario sarà un utilizzatore. In questo caso si
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(a) (b)

Figura 1.8: Convenzioni di misura: a) degli utilizzatori, b) dei generatori

(a) (b)

Figura 1.9: Rappresentazioni sintetiche delle convenzioni di misura: a) degli
utilizzatori, b) dei generatori

indica questa inserzione di strumenti con il nome di convenzione di
misura dei generatori.

Si tenga conto che nella risoluzione dei circuiti elettrici, l'indica-
zione degli strumenti di misura sarà spesso tralasciata, preferendo le
rappresentazioni sintetiche evidenziante in Figura 1.9.

1.6 Bipoli ideali
Per ogni bipolo elettrico che verrà analizzato nei paragra� successivi
sarà possibile de�nire un legame tra la tensione e la corrente che
si manifestano ai morsetti. Tale legame prende il nome di legame
costitutivo del bipolo e può presentarsi in forma più o meno complessa,
ma solitamente viene espresso nella forma v = f(i) oppure i = g(v).

Prendono il nome di bipoli ideali, i bipoli per i quali il legame co-
stitutivo vale qualunque siano i valori assunti dalle correnti e dalle
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tensioni ai morsetti e non è in�uenzato dalle condizioni al contor-
no in cui siano chiamati ad operare (temperatura, pressione, agenti
inquinanti, ecc.).

I bipoli ideali sono, naturalmente, un'astrazione cui si perviene
idealizzando il comportamento di componenti reali in ambiti limitati
di tensioni, correnti e condizioni al contorno. Tali bipoli consentono di
modellare i sistemi elettrici attraverso circuiti equivalenti agli e�etti
esterni che ne rappresentano le caratteristiche di funzionamento in
condizioni da precisare caso per caso.

Nel seguito saranno considerati solo bipoli ideali caratterizzati da
un legame costitutivo lineare e di maggior interesse per le applicazioni
industriali.

1.6.1 Generatore ideale di tensione

Prende il nome di generatore ideale di tensione il bipolo ideale che
impone ai suoi morsetti una tensione ben de�nita qualunque sia la
corrente ai morsetti (che dipenderà dalla rete connessa ai morsetti
del generatore). Il simbolo circuitale è indicato nella Tabella 1.1 nel-
la quale si è utilizzata la convenzione di misura dei generatori per
indicare la corrente ai morsetti (nulla vieta naturalmente di usare
quella degli utilizzatori). Un esempio di bipolo reale che può essere
modellato con un generatore ideale di tensione, in opportune condi-
zioni di funzionamento, è rappresentato dalla pila Daniell descritta
nel Paragrafo 1.1.

Un generatore ideale di tensione con tensione impressa nulla è un
corto circuito ideale: impone cioè che la tensione sia nulla qualunque
sia la corrente ai morsetti (nei corti circuiti reali la tensione cresce
al crescere della corrente). Il corto circuito ideale si indica come è
speci�cato in Tabella 1.1.

1.6.2 Generatore ideale di corrente

Un generatore ideale di corrente impone ai suoi morsetti una corrente
ben de�nita qualunque sia la tensione che si manifesta ai morsetti. Il
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Tabella 1.1: Simboli circuitali di alcuni bipoli ideali
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simbolo circuitale di tale bipolo è indicato in Tabella 1.1 nella quale
si è utilizzata, per indicare la tensione, la convenzione di misura dei
generatori.

Un generatore ideale di corrente nulla è un circuito aperto ideale:
impone cioè che la corrente sia nulla qualunque sia la tensione ai
morsetti (nella realtà ai morsetti di un circuito aperto la corrente
cresce con la tensione �no ad assumere valori distruttivi quando si
supera la tensione di scarica del sistema di isolamento). Il circuito
aperto ideale si indica come è precisato in Tabella 1.1.

1.6.3 Resistore e conduttore ideale
Si de�nisce resistore ideale un bipolo che presenti la relazione costi-
tutiva indicata in (1.11) quando tensione e corrente siano misurate
con la convenzione degli utilizzatori. Il simbolo circuitale insieme alle
convenzioni di misura sono quelli indicati in Tabella 1.1. Se vicever-
sa si utilizza la convenzione dei generatori, la relazione costitutive è
espressa in (1.12). Il parametro R, costante, si chiama resistenza e si
misura in [Ω] = [V/A] (Ohm).

v = R · i (1.11)

v = −R · i (1.12)
Il resistore ideale è un bipolo utilizzatore passivo che assorbe l'e-

nergia dai generatori presenti nel circuito dissipandola in calore. La
potenza assorbita dal resistore è espressa in (1.13). Un esempio di
bipolo reale che può essere modellato con un resistore ideale, in op-
portune condizioni di funzionamento, è rappresentato dalla lampadina
presentata nel Paragrafo 1.1

p = v · i = R · i2 (1.13)
Nel caso particolare di R = 0, il resistore ideale si comporta come

un corto circuito. Se viceversa R 6= 0, la relazione costitutiva è inver-
tibile e può essere espressa nella forma indicata in (1.14). Se il bipolo
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viene rappresentato attraverso questa relazione costitutiva si parla di
conduttore ideale. Il parametro G prende il nome di conduttanza e si
misura in [S] = [Ω−1] (Siemens)4. Nella rappresentazione circuitale, il
conduttore ideale viene indicato con il medesimo simbolo del resistore
ideale.

i = G · v (1.14)

Nel caso particolare di G = 0 (R = ∞), il conduttore ideale si
comporta come un circuito aperto.

1.6.4 Induttore ideale

L'induttore ideale è un bipolo rappresentato circuitalmente con il sim-
bolo riportato in Tabella 1.1 (che ricorda la metodologia costruttiva
degli induttori, ottenuti avvolgendo spire di materiale conduttore at-
torno ad un opportuno nucleo) che risponde alla relazione costitutiva
indicata in (1.15).

v = L
di

dt
(1.15)

Il parametro L prende il nome di induttanza e nel Sistema Inter-
nazionale di misura in [H] = [V · s/A] = [Ω · s] (Henry).

La grandezza ψ = L · i prende il nome di �usso concatenato dal-
l'induttore e si tratta di una grandezza, la cui unità di misura è il
[Wb] = [V · s] (Weber), a cui, nel caso di induttori reali, si darà un
preciso signi�cato �sico nei capitoli successivi.

Nel caso particolare in cui l'induttore si trovi a funzionare in condi-
zioni di regime stazionario i = I (costante), allora v = 0 per qualsiasi
valore I: l'induttore si comporta come un corto circuito ideale.

La potenza entrante in un induttore ideale è indicata in (1.16)
che può essere interpretata come derivata temporale dell'energia wL

accumulata nell'induttore. Per indicare questa proprietà di poter im-
4In alcuni casi, come unità di misura della conduttanza viene utilizzato il [mho] = [Ω−1],

che ha naturalmente la medesima de�nizione del Siemens.
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magazzinare energia si riferisce all'induttore ideale con il termine di
bipolo reattivo.

p = v · i = L
di

dt
· i =

d

dt

(
1

2
Li2

)
=
dwL

dt
wL =

1

2
Li2 (1.16)

Un induttore si dirà carico se l'energia accumulata wL è diversa da
zero nell'istante di tempo considerato. Per l'induttore carico vale la
proprietà che conserva inde�nitamente l'energia accumulata se viene
posto in corto circuito.

Tale proprietà può essere facilmente dimostrata avvelendosi del-
l'osservazione che se all'istante t∗ in cui l'induttore carico viene posto
in corto circuito la corrente ha valore I∗, negli istanti successivi, es-
sendo la derivata della corrente nulla v = 0 = Ldi/dt (per de�nizione
di corto circuito ideale), la corrente circolante permarrà costante al
valore I∗ e di conseguenza l'energia accumulata si conserva.

1.6.5 Condensatore ideale
Il condensatore ideale è un bipolo rappresentato dal simbolo circuita-
le indicato in Tabella 1.1 (che in maniera analoga a quanto visto per
l'induttore ideale ricorda la metodologia costruttiva dei condensatori
reali ottenuti ponendo una lamina di materiale isolante tra due ar-
mature metalliche), che risponde alla relazione costitutiva indicata in
(1.17).

i = C
dv

dt
(1.17)

Il parametro C prende il nome di capacità e si misura in [F ] =
[A · s/V ] = [Ω−1 · s] (Farad).

La grandezza q = C · v rappresenta la carica elettrica accumulata
sulle armature di un condensatore reale di cui il condensatore ideale
ne è una astrazione.

Nel caso particolare di tensione v = V costante ai morsetti del
condensatore, il legame costitutivo del condensatore comporta che
i = 0 e quindi il condensatore si comporta come un circuito aperto
ideale.
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La potenza entrante in un condensatore è indicata in (1.18) che si
può interpretare come derivata dell'energia accumulata wC nel con-
densatore. Si può quindi osservare che anche il condensatore è un
bipolo reattivo.

p = v · i = v · Cdv
dt

=
d

dt

(
1

2
Cv2

)
=
dwC

dt
wC =

1

2
Cv2 (1.18)

Un condensatore si dice carico se l'energia accumulata è diversa da
zero. Un condensatore ideale carico lasciato a vuoto (cioè con i mor-
setti aperti) conserva ide�nitamente l'energia accumulata. La dimo-
strazione di questa proprietà può essere facilmente ricavata seguendo
i medesimi passi già illustrati per l'induttore ideale carico.



Capitolo 2

Risoluzione di circuiti elettrici

2.1 Topologia delle reti

Come già introdotto nel Capitolo 1, un circuito elettrico reale in regi-
me quasi-stazionario, è costituito connettendo diversi bipoli generatori
ed utilizzatori con ben precisi scopi energetici.

La topologia del circuito è descritta, si veda la Figura 2.1, dal così
detto grafo e cioè da un disegno stilizzato in cui i diversi bipoli del cir-
cuito sono rappresentati da archi che uniscono i punti di connessione
(nodi), tra i morsetti dei diversi bipoli. Questi archi, denominati lati
del circuito, vengono successivamente numerati assegnando 1 come
primo numero, si veda la Figura 2.1. Anche i nodi vengono successi-
vamente numerati a partire da un nodo qualsiasi (che prende il nome
di nodo di massa) cui si assegna il numero 0 (zero), si veda ancora la
Figura 2.1.

Nel seguito si considereranno solo gra� connessi (privi cioè di parti
separate) e non articolati (cioè non separabili in due o più parti tra
loro non interagenti).1

Il primo passo per studiare una rete consiste nel �ssare le conven-
zioni di misura delle correnti e delle tensioni nei lati. Nel seguito
tale operazione verrà compiuta seguendo modalità normalizzate e più
precisamente si �sserà per ogni lato la convenzione di misura della
corrente orientando il lato stesso (e cioè indicando sul lato con una

1Le nozioni di teoria dei gra� e delle reti vengono qui proposte in forma �intuitiva�. Per
ulteriori approfondimenti si faccia riferimento a testi speci�ci di teoria delle reti e dei circuiti.

19
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Figura 2.1: Il grafo di una rete elettrica

Figura 2.2: a) Convenzioni di misura; b) Grafo orientato.

freccia la modalità di inserzione dell'amperometro) e le tensioni ver-
ranno misurate sempre con la convenzione degli utilizzatori, si veda
la Figura 2.2a, in modo che potrà esser sottointesa la freccia indica-
tiva della modalità di inserzione del voltmetro. Una volta scelta la
convenzione di misura della corrente per ogni lato si otterrà un grafo
orientato, si veda la Figura 2.2b.

Risolvere una rete elettrica comporterà la valutazione delle correnti
e delle tensioni di ogni lato del grafo orientato quando sia nota la
natura dei bipoli che compongono la rete. Indicato con l il numero
dei lati, il numero delle incognite sarà ovviamente pari a 2l.

Per la risoluzione di una rete elettrica ci si può avvalere delle
equazioni conseguenti alle seguenti leggi.

• I legami costitutivi (LC) dei singoli lati e cioè la legge v = f(i)
oppure i = g(v) che, in relazione alla natura del bipolo, lega la
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Figura 2.3: Legge di Kirchho� delle correnti

corrente e la tensione ai morsetti di ogni lato. E' evidente che si
potranno scrivere l equazioni ai legami costitutivi.

• Le leggi di Kichho� delle correnti (LKC): considerata un super-
�cie chiusa, si veda la Figura 2.3, che intersechi il grafo della
rete in corrispondenza di due o più lati, è nulla la somma delle
correnti entranti (o uscenti) dalla super�cie chiusa (nel seguito
si considererà positiva la corrente entrante), si veda (2.1). Co-
me caso particolare la super�cie chiusa può racchiudere un nodo
della rete e cioè un punto in cui convergono due o più lati ed in
questo caso la LKC comporta che sia nulla la somma algebrica
delle correnti entranti in ogni nodo di rete, si veda la Figura 2.4
e l'equazione (2.4).

−i1 − i2 + i4 − i5 = 0 (2.1)

i3 + i4 − i5 = 0 (2.2)

• Le leggi di Kirchho� delle tensioni (LKT): de�nita una maglia
del grafo come un linea chiusa, costituita da lati del grafo, in cui
ogni nodo ha solo due lati incidenti su di esso, è nulla la somma
algebrica delle tensioni misurate ordinatamente tra i successivi
nodi della maglia. Questo comporta che, ad esempio, per la
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Figura 2.4: Legge di Kirchho� delle correnti ad un nodo

maglia di Figura 2.5a sia nulla la somma delle tensioni v01+v12+
v24 + v40, dove il primo indice della tensione indica il nodo cui è
collegato il morsetto + del voltmetro. Dal momento che, si veda
la Figura 2.5b, v01 = −v1, v12 = v3, v24 = −v4, v40 = v8 (perché
le tensioni di lato vengono sempre misurate con le convenzioni
degli utilizzatori), la LKT della maglia si scrive −v1 + v3− v4 +
v8 = 0. La scrittura della equazione che esprime la LKT di una
maglia è �automatica� se si tiene conto che abbiamo scelto per le
tensioni la convenzione di misura degli utilizzatori. Si �ssa infatti
un senso di percorrenza della maglia (nel seguito si adopererà
quello orario): la tensione di un lato verrà trascritta positiva se
la corrente del lato è concorde con il senso di percorrenza della
maglia, si veda la Figura 2.5, negativa in caso contrario.
Come caso particolare se la linea chiusa è tale da non lasciare
al suo interno dei lati, si veda la Figura 2.6, si parla in tal caso
di anello e la LKT a�erma che è nulla la somma delle tensioni
misurate ordinatamente lungo i lati di un anello, si veda (2.3).

v3 − v4 − v2 = 0 (2.3)

Nella applicazione delle leggi precedenti per la risoluzione di una
rete elettrica si incontrano le seguenti di�coltà.
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Figura 2.5: Legge di Kirchho� delle tensioni ad una maglia

Figura 2.6: Legge di Kircho� delle tensioni ad un anello
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• Occorre scrivere in modo �metodicamente veloce� le equazioni
che si deducono dalle Leggi di Kirchho� evitando di ripetere più
volte le stesse informazioni (le equazioni devono esser linearmente
indipendenti).

• Mentre le Leggi di Kirchho� sono sempre lineari altrettanto non
avviene per i legami costitutivi dei bipoli. Nel seguito tale analisi
sarà comunque limitata agli elementi lineari di maggior interesse
per le applicazioni industriali.

• Una volta scritte le equazioni le modalità di soluzione dipendo-
no dalla natura degli ingressi e cioè dalla natura dei generatori
che alimentano le rete. I casi di maggior interesse industriale
sono quelli di generatori che imprimono: i) tensioni e/o correnti
costanti nel tempo (in tal caso tutte le grandezze di rete sono
costanti e si parla di regime stazionario); ii) tensioni e/o correnti
alternate sinusoidali isofrequenziali (tutte le grandezze di rete ri-
spondono allo stesso tipo di legge temporale e si parla di rete in
regime alternato sinusoidale), iii) tensioni e/o correnti variabili
nel tempo rispondenti ad una sinusoide generalizzata (cissoide):
si parlerà di rete in transitorio cissoidale (si veda il Capitolo 7).

2.2 Teorema fondamentale delle reti elettriche

Il teorema fondamentale delle reti elettriche a�erma che una rete di
l lati è risolubile, e cioè è possibile individuare le 2l incognite corri-
spondenti alle tensioni e correnti di lato, avvalendosi delle equazioni
ai legami costitutivi LC e delle equazioni linearmente indipendenti
conseguenti alle LKC e LKT.

Si dimostra infatti che se n sono i nodi della rete è possibile scrivere
n− 1 equazioni indipendenti ai nodi basate sulla LKC.

In e�etti considerato l'insieme di tutte le equazioni ai nodi, si os-
serva che la corrente di ogni lato, essendo quest'ultimo inserito tra
due nodi, compare con segni opposti nelle due equazioni di tali nodi.
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Figura 2.7: I lati del nodo di massa

Se ne conclude che la somma di tutte le equazioni ai nodi è nulla e
quindi sono linearmente dipendenti.

Si escluda ora il nodo di massa dal novero dei nodi e si metta in
evidenza i lati che collegano il nodo in questione con la parte restante
della rete, si veda la Figura 2.7. Le n − 1 equazioni che si deducono
dalla LKC per i nodi della parte restante non possono più dare somma
nulla perché le correnti dei lati che uniscono tale parte con il nodo di
massa compaiono una sola volta in tali equazioni. Se ne conclude che
tali equazioni sono tra loro indipendenti.

Si dimostra ora che se a sono gli anelli di una rete planare è pos-
sibile scrivere a − 1 equazioni indipendenti agli anelli basate sulla
LKT.

Per dimostrare quanto detto, si numerino gli anelli del grafo par-
tendo dall'anello esterno cui sarà assegnato il numero zero (l'esistenza
di questo anello esterno è evidente se si dispone la rete su una sfera,
l'anello esterno ha le stesse prerogative topologiche degli altri anelli).
Si orientino poi gli anelli interni in senso orario e l'anello esterno in
senso antiorario, si veda, ad esempio, la Figura 2.8.

Si può osservare che ogni lato del grafo fa parte di due anelli e che,
in base all'orientamento degli anelli stessi, viene percorso in senso
opposto nei due anelli per modo che la tensione di tale lato compare
con segni opposti nelle corrispondenti LKT dei due anelli. Se ne
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Figura 2.8: Orientamento degli anelli interni e dell'anello esterno

Figura 2.9: Lati in comune tra l'anello esterno e quelli interni

conclude che la somma delle tensioni che compaiono nelle LKT di
tutti gli anelli è nulla e quindi che tali equazioni sono linearmente
dipendenti.

Si escluda ora l'anello di massa dal novero degli anelli e si metta
in evidenza i lati che fanno parte contemporaneamente degli anelli
interni e di quello escluso, si veda la Figura 2.9. Le tensioni di tali
lati compaiono una sola volta nelle equazioni agli anelli interni che
pertanto non potranno più avere somma nulla. Se ne conclude che
a− 1 sono le equazioni agli anelli tra loro indipendenti.

Si dimostra in�ne che se l sono i lati della rete allora a − 1 =
l− n+ 1. Tale proprietà può essere dimostrata per induzione. Come
evidenziato in Figura 2.10a, il più semplice degli anelli soddisfa tale
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Figura 2.10: a) Anello base; b) Esempio di creazione di un nuovo anello.

regola qualunque sia il numero di lati che lo compongono. A partire
da questo anello base è possibile realizzare, si veda la Figura 2.10b,
un altro anello o aggiugendo un lato tra i nodi esistenti (e questo
conferma la regola) oppure aggiungendo k lati con k − 1 nodi (e
questo conferma ancora la regola).

Complessivamente per una rete ad l lati, e quindi con 2l incogni-
te (la corrente e la tensione di ogni lato), si hanno a disposizione l
equazioni corrispondenti ai legami costitutivi LC di ogni lato, n − 1
equazioni indipendenti corrispondenti alla LKC ai nodi ed l − n + 1
equazioni indipendenti corrispondenti alla LKT agli anelli: il numero
delle equazioni indipendenti (l+ (l− n+ 1) + (n− 1) = 2l) è pari al
numero delle incognite.

Il teorema fondamentale ora individuato per la soluzione di una
rete propone un metodo di calcolo del tutto generale, ma piuttosto
oneroso (perché richiede di valutare contemporaneamente le correnti
e le tensioni) rispetto a quelli deducibili dalla teoria dei gra� (che
consentono il calcolo di un numero più ridotto di incognite con una
impostazione matriciale che ne facilita la soluzione, si rimanda in
proposito ai testi di �teoria delle reti�, al metodo dei potenziali ai
nodi ed a quello delle correnti cicliche), ma fornisce comunque le
indicazioni di base per tutti i metodi successivi e consente la soluzione
�a vista� delle reti più semplici.
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Figura 2.11: Esempio di grafo di una rete

2.3 Ulteriori proprietà topologiche
Per generalizzare la scrittura delle equazioni necessarie alla risoluzio-
ne delle reti elettriche e consentire una più rapida e sistematica scrit-
tura delle equazioni di�erenziali che governeranno i transitori delle
reti elettriche, saranno indicate in questo paragrafo alcune proprie-
tà topologiche applicabili ai gra� connessi che descrivono una rete
elettrica.

Si de�nisce albero un sottografo che contiene tutti i nodi di una
rete ed è privo di maglie. I lati di questo sottografo si chiamano
lati d'albero, la parte complementare dell'albero si chiama coalbero
ed i lati del coalbero si chiamano corde. Per ogni grafo è possibile
de�nire più alberi e coalberi, ad esempio per il grafo di Figura 2.11
sono riportati in Figura 2.12 alcuni possibili alberi. Si nota però che
tutti gli alberi ed i coalberi rispondono alle proprietà generali sotto
indicate (verranno illustrate con riferimento al primo degli alberi di
Figura 2.12).

• In un albero esiste un unico percorso tra due nodi: in e�etti
se ci fossero due percorsi allora esisterebbe una maglia, la cui
esistenza è esclusa dalla de�nizione di albero.

• Il numero dei lati dell'albero è pari al numero dei nodi indipen-
denti n−1. In e�etti nell'albero vi sono almeno 2 nodi terminali
(ad esempio il nodo 0 ed il nodo 3 nell'albero di Figura 2.12a).
Per ogni lato connesso ad un nodo terminale che si cancella dal-
l'albero si libera un nodo, quando in�ne si elimina l'ultimo lato
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Figura 2.12: Alberi della rete di Figura 2.11

vengono liberati due nodi. Se ne conclude che il numero dei lati
d'albero è n− 1 .

• Il numero delle corde è pari al numero degli anelli indipendenti
a−1. Questa proprietà è conseguenza della precedente, in quanto
il numero di corde è il numero totale di lati l meno il numero di
lati dell'albero che è pari al numero di nodi indipententi n − 1
(ncorde = l − n+ 1 = a− 1).

• Aggiungendo ognuna delle corde all'albero si forma una maglia
indipendente. E' evidente che l'aggiunta di una corda provoca
sicuramente la formazione di una maglia (dalla de�nizione di
albero e corda) ed ogni maglia creata contiene una tensione non
comune alle altre maglie: quella della corda che viene aggiunta
all'albero. Ne consegue che nessuna delle LKT delle maglie così
costruite può dedursi dalle altre. Quindi le equazioni che così
vengono costruite sono tra loro indipendenti. Nella Figura 2.13
sono illustrate le maglie indipendenti costruibili sul primo degli
alberi di Figura 2.12.

• Adagiando sull'albero una super�cie chiusa che tagli un solo la-
to degli lati d'albero (operazione che è sempre fattibile perché



30 CAPITOLO 2. RISOLUZIONE DI CIRCUITI ELETTRICI

Figura 2.13: Maglie indipendenti costruite appoggiando le a corde al primo degli
alberi di Figura 2.12

l'albero è una struttura senza maglie) si può formare un nodo
generalizzato. Anche in questo caso ognuno di questi nodi ge-
neralizzati contiene una corrente che non compare negli altri:
quella del lato d'albero che viene tagliato. Ne consegue che nes-
suna delle LKC dei nodi così costruiti può dedursi dalle altre e
dunque le equazioni che si possono dedurre sono tra loro indi-
pendenti. Nella Figura 2.14 sono illustrati gli nodi indipendenti
costruibili con i lati del primo degli alberi di Figura 2.12.

Il teorema generale delle reti elettriche può essere, dunque, così
enunciato: data una rete elettrica con lati rappresentata dal suo grafo
orientato, scelto un albero, le equazioni risolutive sono le n− 1 LKC
date dai nodi associati ai lati d'albero, le l − n + 1 LKT date dalle
maglie associate alle corde e gli l legami costitutivi LC di ogni lato.

Come esempio applicativo si consideri la rete che presenta il grafo
orientato di Figura 2.15a) e lati del tipo indicato in Figura 2.15b).
Scelto come albero quello evidenziato nella Figura 2.15a, le equazioni
risolutive (costruite con la metodologia sopra indicata) sono quelle
indicate nelle (2.4). Si noti che nella scrittura delle LKT si è assunto
come verso positivo di percorrenza della maglia quella del lato d'albero
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Figura 2.14: Nodi indipendenti costruiti tagliando gli n lati d'albero del primo
albero di Figura 2.12

Figura 2.15: Esempio applicativo: a) Il grafo della rete; b) Lati della rete
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Figura 2.16: Eliminazione dei generatori di tensione senza modi�care le LKT

che la de�nisce e nella scrittura delle LKC si è assunto come verso
positivo delle correnti quello della corda che de�nisce il nodo.

V3 + V2 − V1 = 0 I1 + I3 + I5 = 0
V6 − V2 + V4 = 0 (LKT ) I2 − I3 − I5 + I6 = 0 (LKC)
V5 − V4 + V2 − V1 = 0 I4 + I5 − I6 = 0

Vk = Vgk +RkIk (LC)
(2.4)

Rimane evidente la generalità del metodo e la possibilità di utiliz-
zarlo per la scrittura sistematica del sistema di equazioni necessario
per la risoluzione di una rete elettrica.

Al �ne di ridurre il numero delle equazioni conviene, preliminar-
mente alla scrittura delle stesse, ridurre eventuali lati della rete costi-
tuiti da soli generatori in modo da poter ridurre ogni lato della rete a
lati del tipo indicato in Figura 2.15b (o nella con�gurazione duale ge-
neratore di corrente in parallelo ad una conduttanza). A questo scopo
si possono usare le metodologie evidenziate nelle Figure 2.16-2.17 che
non modi�cano le LKT e le LKC.

2.4 Principio di dualità

Prima di procedere all'enunciazione di alcuni dei teoremi applicabi-
li alle reti elettriche, conviene premettere un principio di carattere
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Figura 2.17: Eliminazione dei generatori di corrente senza modi�care le LKC

generale che consente in molti casi di sempli�care lo studio stesso
dell'elettrotecnica. Il principio si basa sull'osservazione che sostituen-
do alcune parole in proposizioni/teoremi già noti dell'elettronica si
ottengono nuove proposizioni/teoremi, detti duali, con la medesima
validità dei precedenti2. Si nota immediatamente la portate di tale
principio in quanto permette di accrescere velocemente l'insieme dei
teoremi noti senza dover ricorrere ad ulteriori dimostrazioni.

Tabella 2.1: Parole duali

Tensione Corrente
Nodo Anello
Serie Parallelo

Resistore Conduttore
Resistenza Conduttanza
Induttore Condensatore
Induttanza Capacità

Flusso Carica elettrica
Corto circuito Circuito aperto

In Tabella 2.1 è riportato un breve elenco di parole duali, mentre
in Tabella 2.2 sono riportati alcuni esempi di frasi duali.

2Il principio di dualità è un principio più generale che può essere applicato anche ad altre
scienze oltre che all'elettrotecnica. La prima vera formalizzazione di tale principio la si può
trovare negli scritti di geometria proiettiva ad opera di von Staudt (1798-1867), Poncelet (1788-
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Tabella 2.2: Esempi di frasi duali

Un generatore di tensione
nulla è un corto circuito

Un generatore di corrente
nulla è un circuito aperto

Un resistore di resistenza
nulla è un corto circuito

Un conduttore di condut-
tanza nulla è un circuito
aperto

La resistenza equivalente di
due resistori in serie è la
somma delle resistenze

La conduttanza equivalen-
te di due conduttori in pa-
rallelo è la somma delle
conduttanze

Il numero di nodi indipen-
denti è n− 1

Il numero di anelli indipen-
denti è a− 1

L'energia accumulata in un
induttore è Li2/2

L'energia accumulata in un
condensatore è Cv2/2

Un induttore interessato da
corrente costante è equiva-
lente ad un corto circuito

Un condensatore interessa-
to da tensione costante è
equivalente ad un circuito
aperto

Estendendo tale proprietà alla topologia delle reti elettriche, si
possono de�nire reti duali quelle che rispondono a proposizioni duali.
In Figura 2.18 è riportato un esempio di reti duali.

Per reti piane, cioè che possono essere stese su una super�cie sferica
in modo che i lati non si incrocino, si può individuare in maniera
sistematica la rete duale con la seguente procedura:

• Si dispone un nodo all'interno di ciascuna maglia indipendente
del circuito.

• Si dispone all'esterno del circuito il nodo corrispondente alla
maglia non indipendente o di riferimento.

• Si uniscono tra di loro diversi nodi mediante delle linee tracciate
in modo che ogni linea tagli un solo elemento e che ogni linea
una volta penetrata in una maglia converga al nodo interno di
quella maglia.

1867) e Gergonne (1771-1859).
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Figura 2.18: Esempio di reti duali

Figura 2.19: Esempio di creazione di rete duale

• Si dispone su ogni linea l'elemento duale di quello tagliato.

• Si �ssano le convenzioni di misura delle correnti e delle tensioni
rispettando il principio di dualità.

In Figura 2.19 è riportato un esempio di applicazione della metodo-
logia precedente per la creazione di una rete duale.

2.5 Teoremi delle reti elettriche
Vengono di seguito presentati alcuni teoremi generali delle reti elet-
triche utili per lo studio e la risoluzione delle stesse.
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Figura 2.20: Il teorema di sostituzione

2.5.1 Teorema di sostituzione

Data una rete arbitraria Π, con un certo numero di generatori indi-
pendenti, che ammetta un'unica soluzione, siano vk e ik la tensione
e la corrente del lato k. La soluzione della rete non cambi se al lato
k si sostituisce un generatore di tenione indipendente con tensione vk

oppure un generatore di corrente indipentente con corrente ik, si veda
Figura 9.2.

2.5.2 Teorema di sovrapposizione

La risposta di una rete R-L-C lineare, inizialmente (cioè per t = 0)
scarica, ad un insieme di generatori di tensione e di corrente indi-
pendenti è pari alla somma delle risposte della rete a ciascuno dei
generatori, pensati agenti da soli, quando gli altri generatori di ten-
sione siano sostituiti con un corto circuito e quelli di corrente siano
sostituiti con un circuito aperto (Figura 2.21). Questo comporta che
se in una rete si aggiunge un generatore indipendente la soluzione
della rete sia la somma di quella precedente più quella dovuta al solo
generatore aggiunto quando gli altri siano opportunamente spenti. La
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Figura 2.21: Il teorema di sovrapposizione

Figura 2.22: Esempio di applicazione del teorema di sovrapposizione

Figura 2.22 riporta un semplice esempio; la tensione e la corrente di
un generico lato k possono essere calcolate come indicate in (2.5).

vk = vk1|ig=0 + vk2|vg=0

ik = ik1|ig=0 + ik2|vg=0

(2.5)

2.5.3 Teoremi di Thevenin e Norton

Si consideri un rete lineare Π connessa ai morsetti R,S ad un bipolo
B arbitrario (il teorema quindi vale qualunque sia il legame costitu-
tivo del carico connesso ai morsetti R,S), si veda la Figura 2.23a. Si
supponga di staccare il carico (funzionamento a vuoto) e di misurare
la tensione v0RS che si manifesta ai morsetti (si veda la Figura 2.23c).
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Figura 2.23: Il teorema di Thevenin: a) rete iniziale; b) rete equivalente; c)
misura della tensione a vuoto.

Il teorema della rete equivalente di Thevenin, si veda la Figura
2.23b, assicura che agli e�etti del calcolo della tensione e della cor-
rente nel bipolo B si può sostituire all'intera rete Π un generatore
indipendente di tensione pari a v0RS (disposto come è indicato in
Figura 2.23b) in serie ad una rete Π0 ottenuta da quella iniziale azze-
rando tutti i generatori indipendenti (quindi sostituendo ai generatori
di tensione indipendente un corto circuito ed ai generatori di corrente
indipendenti un circuito aperto).

In e�etti, si veda la Figura 2.24a, nulla cambia nel funzionamento
della rete se in serie al carico si dispongono due generatori indipen-
denti di tensione pari a ±v0RS.

In base al teorema di sostituzione si può sostituire al bipolo B un
generatore di corrente pari ad i, in questo modo, la tensione nella
rete di Figura 2.24a si può calcolare per sovrapposizione: i) di quelle
della rete di Figura 2.24b dovute alla rete Π ed al generatore v0RS che
comporta corrente e tensione nulla in B per come è stata de�nita v0RS,
e ii) di quelle dovute alla rete Π0 (con generatori nulli), al generatore
−v0RS e al generatore i, si veda la Figura 2.24c. Poichè la rete di
Figura 2.24b, presentando tensioni e correnti nulle su B, non in�uenza
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Figura 2.24: a) Rete equivalente; b) Rete con corrente e tensione nulla su B, c)
rete equivalente di Thevenin per il calcolo della tensione e corrente di B

la soluzione, allora la rete di Figura 2.24c risulta equivalente a quella
di partenza come si voleva dimostrare.

Il teorema della rete equivalente di Norton è duale di quello prece-
dente e si riferisce sempre alla rete riprodotta per comodità in Figura
2.25a. Si supponga di porre in corto circuito il carico e di misurare la
corrente di corto circuito ikRS, si veda la Figura 2.25c.

Il teorema della rete equivalente di Norton assicura che agli e�etti
del calcolo della tensione e della corrente nel bipolo B si può sostituire
all'intera rete Π un generatore indipendente di corrente pari alla cor-
rente di corto circuito ikRS (disposto come è indicato in Figura 2.25c)
in parallelo ad una rete Π0 ottenuta da quella iniziale azzerando tutti
i generatori indipendenti, si veda la Figura 2.25c che descrive la rete
equivalente di Norton.

In e�etti, si veda la Figura 2.26a, nulla cambia nel funzionamento
della rete Π se in parallelo al carico B si dispongono due generatori
indipendenti di corrente pari a ±ikRS.

In base al teorema di sostituzione si può sostituire al bipolo B un
generatore di tensione pari a v e la corrente di B si può calcolare per
sovrapposizione: i) di quelle della rete di Figura 2.26b dovute alla rete
ed al generatore ikRS che comporta corrente e tensione nulla su B e ii)
di quelle della rete Π0 (con generatori nulli), al generatore −ikRS e al
generatore v, si veda la Figura 2.26c che descrive la rete equivalente
di Norton.
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Figura 2.25: Teorema di Norton: a) rete iniziale; b) rete equivalente; c) misura
della corrente di corto circuito.

Figura 2.26: a) Rete equivalente; b) rete con corrente e tensione nulla su B; c)
rete equivalente di Norton per il calcolo della tensione e corrente di B
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2.5.4 Teorema di Tellegen
Si consideri un grafo orientato (non una rete elettrica) ed essegnata
arbitrariamente una corrente ij ed una tensione vj ad ogni lato j (con
tensioni e correnti misurate in modo coordinato, ad esempio con la
convenzione degli utilizzatori), se tali grandezze rispettano le LKC e
le LKT allora la somma dei prodotti vjij, estesa a tutti i lati della
rete, è nulla, per modo che vale la (2.6)

∑

j

vjij = 0 (2.6)

Si noti che il teorema di Tellegen è più generale del principio di
conservazione dell'energia che si ritrova come caso particolare solo se
la tensione e la corrente sono quelle �siche, quelle cioè che si realizza-
no in un funzionamento particolare di una rete dotata di quel grafo
dovuto alla presenza di speci�ci generatori.
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Capitolo 3

Reti resistive

3.1 Introduzione

In questo capitolo saranno introdotte alcune proprietà e medotologie
di studio che possono essere applicate per la risoluzione di reti elettri-
che in cui il bipolo utilizzatore è costituito esclusivamente da bipoli
di tipo resistivo. Le osservazioni e le conclusioni ottenute potranno
poi essere facilmente estese anche al caso di reti contenenti bipoli di
natura diversa.

3.2 Resistore equivalente di una rete di resistori

In una rete elettrica, al �ne di rendere più agevole la sua risoluzione,
è spesso utile sempli�carne parti di essa che non contengano gene-
ratori, attraverso un bipolo utilizzatore opportuno che garantisca gli
stessi e�etti ai morsetti esterni della parte di rete che viene sempli�ca-
ta. Tale sempli�cazione può essere semplicemente condotta attraverso
l'uso iterativo delle sempli�cazioni elementari riportate nel seguito del
paragrafo.

3.2.1 Connessione in serie di resistori

La Figura 3.1 rappresenta la connessione in serie di due resistori. La
natura della connessione assicura che le correnti i1 e i2 che attraver-

43
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Figura 3.1: Serie di resistori

sano i due resistori siano uguali tra loro con le convenzioni di segno
riportate in Figura 3.1.

Le relazioni costitutive dei resistori riportate in (3.1), consentono
di calcolare, in base alla LKT, la tensione ai morsetti estremi della
serie come indicato in (3.2), mentre la corrente che attraversa i due
bipoli è la stessa i = i1 = i2.

v1 = R1i1

v2 = R2i2

(3.1)

v = v1 + v2 = R1i1 +R2i2 (3.2)
Il bipolo equivalente deve essere tale da garantire la stessa tensione

e corrente ai morsetti come indicato in (3.3) da cui si ricava la relazione
conclusiva (3.4).

v = Reqi = R1i1 +R2i2 = (R1 +R2)i (3.3)

Req = R1 +R2 (3.4)
E' evidente che la relazione (3.4) può essere facilmente estesa al

caso di più resistenze pervenendo al risultato indicato in (3.5) che
indica come la resistenza equivalente della serie di più resistori sia la
somma delle resistenze dei singoli resistori.

Req =
n∑

1
Rk (3.5)
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Figura 3.2: Parallelo di resitori

3.2.2 Connessione in parallelo di resistori

La Figura 3.2 rappresenta la connessione in parallelo di due resistori.
Per tale connessione, secondo le convenzioni di segno indicate in Fi-
gura 3.2, le due tensioni v1 e v2 sono uguali. Le relazioni costitutive
indicate in (3.6) (dove G1 = 1/R1 e G2 = 1/R2 sono le conduttanze
dei rispettivi resistori), la LKC (3.7) e il vincolo di connessione (3.8)
consentono di ottenere la relazione (3.9), da cui la relazione conclusiva
(3.10).

i1 = G1v1

i2 = G2v2

(3.6)

i = i1 + i2 (3.7)

v = v1 = v2 (3.8)

i = G1v1 +G2v2 = (G1 +G2)v = Geqv (3.9)

Geq = G1 +G2 (3.10)

La relazione (3.10) può essere di nuovo facilemente estesa al caso di
più resistori in parallelo pervenendo al risultato indicato in (3.11) che
indica come la conduttanza equivalente del parallelo di più resistori è
la somma delle conduttanze dei singoli resistori.
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Geq =
n∑

1
Gk (3.11)

Può essere interessante osservare che la relazione (3.11) avrebbe
potuto essere ricavata, senza alcuna dimostrazione, sfruttando il prin-
cipio di dualità enunciato nel Capitolo 1 e sostituendo le parole duali
serie → parallelo e resistenza → conduttanza.

�La resistenza equiva-
lente di una serie di re-
sistori è la somma del-
le resistenze dei singoli
resistori�

→ �La conduttanza equi-
valente di un parallelo
di resistori è la somma
delle conduttanze dei
singoli resistori�

Solitamente si preferisce esprimere la relazione (3.11) nelle resi-
stenze come indicato in (3.12)

1

Req
=

n∑

1

1

Rk
(3.12)

Si può facilmente dimostrare che la resistenza equivalente di un
parallelo di resistenze è sempre più piccola (o al limite uguale) della
più piccola delle resistenze che compongono il parallelo.

3.2.3 Trasformazione triangolo-stella

Si supponga che in una rete sia presente la connessione a triangolo di
resitori indicata in Figura 3.3a; si può dimostrare che la con�gurazio-
ne di Figura 3.3a è equivalente1 alla connessione a stella indicata in
Figura 3.14b purchè le resistenze ra, rb, rc che compongono la stella
abbiano la resistenza indicata nelle (3.13).

1Per equivalenza si intende che in base al principio di sostituzione, tolto il triangolo dalla
rete e sostituito con la stella, non cambiano i valori di tensione e corrente su tutti gli altri
elementi della rete.
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Figura 3.3: a) Triangolo di resistori. b) Stella di resistori.

ra =
RbRc

Ra +Rb +Rc

rb =
RaRc

Ra +Rb +Rc

rc =
RaRb

Ra +Rb +Rc

(3.13)

Si osservi che, nominando le resistenze del triangolo e della stella
in maniera opportuna, la memorizzazione delle relazioni (3.13) risulta
sempli�cata, in particolare:

• Le resistenze del triangolo sono nominate con il pedice corrispon-
dente al nome/numero del nodo opposto al lato del triangolo.

• Le resistenze della stella sono nominate con il pedice corrispon-
dente al nome/numero del nodo in cui incide il resistore.

In questo modo, mentre al denominatore compare sempre la somma
delle resistenze, al numeratore compaiono le resistenze con i pedici
diversi da quello della resistenza a stella che si vuole calcolare. Come
caso particolare se le tre resistenze del triangolo sono uguali e pari a
R, la resistenza equivalente della stella è pari ad R/3
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Figura 3.4: Trasformazione stella-triangolo e triangolo-stella

3.2.4 Trasformazione stella-triangolo
Le formule di trasformazione da una con�gurazione a stella di resistori
nell'equivalente con�gurazione a triangolo (Figura 3.4) possono essere
ricavate semplicemente per dualità dalle (3.13), ottenendo le (3.14)
(R→ G).

Ga =
gbgc

ga + gb + gc

Gb =
gagc

ga + gb + gc

Gc =
gagb

ga + gb + gc

(3.14)

Come caso particolare se le tre conduttanze della stella sono uguali
e pari a G, la conduttanza equivalente del triangolo è pari ad G/3 (ov-
viamente la resistenza equivalente del triangolo è 3 volte la resistenza
della stella).

3.3 Metodi sempli�cati per la soluzione di reti
3.3.1 Partitore di corrente
Si consideri il circuito elementare di Figura 3.5 e si vogliano determi-
nare i valori delle correnti i1 ed i2 che scorrono nei due resistori R1

ed R2. Per circuiti di questo tipo è possibile determinare una formula
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Figura 3.5: Partitore di corrente

generale che può essere utilizzata nella risoluzione �a vista� delle reti
elettriche. La conduttanza equivalente ai morsetti del generatore di
corrente è quella indicata in (3.15), da cui si può ricavare la tensione
ai capi del generatore come indicato in (3.16).

Geq = G1 +G2 (3.15)

v =
i

Geq
=

i

G1 +G2
(3.16)

Ne consegue che le due correnti possono essere calcolate come
indicato in (3.17)-(3.18).

i1 = v ·G1 =
G1

G1 +G2
i =

R2

R1 +R2
i (3.17)

i2 = v ·G2 =
G2

G1 +G2
i =

R1

R1 +R2
i (3.18)

3.3.2 Partitore di tensione

Considerato il circuito elementare di Figura 3.6 (duale di quello pre-
sentato in Figura 3.5), si vogliano determinare i valori delle tensioni v1

e v2 ai capi dei due resistori R1 e R2. Come per il caso del partitore di
corrente, anche per questo circuito elementare è possibile determinare
una formula generale che può essere utilizzata nella risoluzione delle
reti elettriche. Procedendo in maniera duale a quanto fatto per il par-
titore di corrente si può ottenere la resistenza equivalente ai morsetti
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Figura 3.6: Partitore di tensione

del generatore come indicato in (3.19) da cui si ricava la corrente che
scorre nel circuito (3.20) e le tensioni sui resistori (3.21)-(3.22).

Req = R1 +R2 (3.19)

i =
v

Req
=

v

R1 +R2
(3.20)

v1 = R1 · i =
R1

R1 +R2
v (3.21)

v2 = R2 · i =
R2

R1 +R2
v (3.22)

3.3.3 Formula di Millman per reti binodali
Si consideri una rete costituita dal parallelo di n bipoli ciascuno dei
quali costituito da un generatore ideale di tensione in serie con un
resistore o da un generatore di corrente e si voglia determinare la
tensione che si manifesta ai morsetti O e G indicati in Figura 3.7a (si
parla in questo caso di rete binodale).

La formula di Millman che consente di determinare questa tensione
è riportata in (3.23).

vOG =

∑
k
vk

Rk
+

∑
j ij

∑
k

1

Rk

(3.23)
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Figura 3.7: Equivalente di Norton

La formula (3.23) si dimostra semplicemente ricordando che ogni
lato costituito da un generatore ideale di tensione in serie con resistore
può essere modellato attraverso il suo equivalente di Norton come
indicato in Figura 3.7.

Sostituendo il bibolo equivalente di Norton di ogni lato si può per-
venire alla rete indicata in Figura 3.8b. E' evidente a questo punto
che la rete è costituita da un certo numero di resistori in parallelo che
possono essere ridotti ad un unico resistore di resistenza pari a quella
indicata in (3.24). La corrente che percorre il resistore equivalente si
ottiene dall'applicazione della legge di Kirchho� ad uno dei due nodi
ed è semplicemente pari alla somma delle correnti dei singoli genera-
tori di corrente (presi con il segno opportuno) come indicato in (3.25).
La (3.23), dunque, non è altro che l'applicazione della legge di Ohm
alla rete sempli�cata indicata in Figura 3.8c.

1

Req
=

1

R1
+

1

R2
+ . . .+

1

Rn
=

∑

k

1

Rk
(3.24)

ieq = i1 + i2 + . . .+ im =
∑

j

ij (3.25)
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(a) (b)

(c)

Figura 3.8: a) Rete binodale. b) Rete binodale equivalente. c) Rete binodale
sempli�cata



Capitolo 4

Reti in regime alternato sinusoidale

4.1 Proprietà delle funzioni sinusoidali
Considerata una rete lineare che presenti i bipoli ideali introdotti nel
Capitolo 1, se l'andamento nel tempo delle tensioni/correnti dei gene-
ratori inseriti nella rete è di tipo alternato sinusoidale isofrequenziale,
allora nel funzionamento a regime tutte le tensioni e le correnti del-
la rete sono tutte funzioni sinusoidali con la stessa pulsazione1. Nel
seguito del Capitolo saranno presentati alcuni metodi generali che
consentono di studiare reti di questo tipo.

Per la rappresentazione delle funzioni sinusoidali, nel seguito si
userà soltanto la forma coseno; questo comporta che la forma seno
verrà trasformata avvalendosi della (4.1).

± sin(ωt+ α) = cos(ωt+ α∓ π/2) (4.1)
Si tratteranno quindi sempre funzioni del tipo indicato nella (4.2)

e con la forma precisata nella Figura 4.1, in cui FM prende il nome
di valore massimo, α prende il nome di fase iniziale (spostamento
dell'origine dell'asse ωt rispetto al massimo positivo della cosinusoide)
e la pulsazione ω è legata al periodo T ed alla frequenza f come è
indicato ancora nella (4.2).

f(t) = FM cos(ωt+ α) ω =
2π

T
= 2πf (4.2)

1Tale proprietà si dimostra facilmente osservando la forma dei legami espressi da LC, LKC
e LKT

53
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Figura 4.1: Funzione alternata sinusoidale nella forma coseno

Si de�nisce inoltre valore medio Fm della funzione, la quantità
indicata nella (4.3), mentre si chiama valore e�cace F , la quantità
indicata nella (4.4) e fattore di forma il rapporto precisato nella (4.5)
(calcolato nel caso sinusoidale).

Fm =
1

T

∫ T

0
|f(t)| dt =

2

π
Vm = 0.636 FM (4.3)

F =

√√√√ 1

T

∫ T

0
f 2(t)dt =

FM√
2

= 0.707 FM (4.4)

Kf =
F

Fm
=

π

2
√

2
= 1.11 (4.5)

Il valore e�cace ha un preciso signi�cato energetico: se, ad esem-
pio, i = f(t) è una corrente, allora il valore e�cace I = F è quella
corrente continua che circolando in un resistore dà luogo in un perio-
do alla medesima dissipazione di energia della corrente variabile nel
tempo (come dimostra la (4.6), per la tensione vale la frase duale).

RI2 · T = R
∫ T

0
idt (4.6)

Il fattore di forma è invece un indice della forma d'onda della
grandezza alternata nel senso messo in evidenza, per confronto, dalla
Figura 4.2
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Figura 4.2: Fattori di forma per alcune funzioni alternate

Figura 4.3: Il fasore F̄M

4.2 Rappresentazione fasoriale

Si consideri nel piano dei numeri complessi, con asse reale Re ed
immaginario Im, una circonferenza di raggio FM e su di essa un punto
P individuato dall'angolo al centro α, si veda la Figura 4.3.

Il numero complesso F̄M che individua P nel piano complesso è
indicato nella (4.7). Se ora il punto ruota sulla circonferenza, a partire
dalla posizione iniziale individuata da F̄M , con velocità angolare ω, la
sua posizione è individuata dal numero complesso F̄ ∗

M indicato nella
(4.8).

F̄M = FM cosα + FM sinα = FMe
jα (4.7)

F̄ ∗
M = F̄Me

jωt = FMe
j(ωt+α) = FM cos(ωt+ α) + jFM sin(ωt+ α)

(4.8)
La (4.8) evidenzia come una funzione cosinusoidale possa essere
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rappresentata, utilizzando il numero complesso F̄M , come è indicato
nella (4.9).

FM cos(ωt+ α) = Re(F̄Me
jωt) (4.9)

Si supponga ora di avere una classe di funzioni sinusoidali isofre-
quenziali tutte espresse nella forma coseno come indicato in (4.10),
dove l'ampiezza FM e la fase iniziale α sono i parametri da cui di-
pende ciascuna funzione appartenente alla classe, mentre ω0 è da
considerarsi come una quantità costante (è la situazione tipica che
descrive il funzionamento di una rete in regime alternato sinusoidale
isofrequenziale).

f(t) = FM cos(ω0t+ α) (4.10)

Appare evidente che ogni funzione è individuata quando si �ssi il
valore di FM e la fase iniziale α, parametri a cui si può associare il
numero complesso indicato in (4.7) che prende il nome di fasore as-
sociato alla sinusoide. Segue che esiste una corrispondenza biunivoca
tra le funzioni della classe e i fasori corrispondenti: data una qual-
siasi funzione sinusoidale nella forma coseno è immediato farle corri-
spondere l'unico numero complesso F̄M che la rappresenta; viceversa
dato un qualsiasi numero complesso F̄M si risale all'unica grandez-
za sinusoidale nella forma coseno della classe attraverso la relazione
(4.9).

4.3 Le operazioni con le funzioni sinusoidali

Nello studio delle reti elettriche in regime alternato sinusoidale le prin-
cipali operazioni da compiere sono quelle di combinazione lineare e di
derivazione: entrambe queste operazioni, come viene nel seguito dimo-
strato, sono di semplice esecuzione avvalendosi della rappresentazione
mediante i fasori introdotti nel precedente paragrafo.

La (4.11) evidenzia che la combinazione lineare di più funzioni
cosinusoidali si può valutare mediante la combinazione lineare dei
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Figura 4.4: Fasore somma

rispettivi fasori rappresentativi dato che gli operatori Re di proiezione
e ∑ di somma godono della proprietà commutativa.

f(t) =
∑

k

AkFMk cos(ωt+ αk) =
∑

k

Re(AkF̄Mke
jωt) =

= Re

ejωt ∑

k

AkF̄Mk


 = Re(F̄Mke

jωt) (4.11)

In particolare la cosinusoide somma di più cosinusoidi è rappre-
sentata da un fasore che è la somma dei fasori rappresentativi delle
singole cosinusoidi, si veda la Figura 4.4.

La (4.12) evidenzia il fatto che la derivata di una cosinusoide è
ancora una cosinusoide il cui fasore rappresentativo si ottiene molti-
plicando quello della cosinusoide di partenza per jω, si veda la Figura
4.5 (a questo punto è anche chiaro il risultato della derivata di una
combinazione lineare di cosinusoidi). Il risultato conseguito dipende
dal fatto che anche l'operatore derivata e l'operatore di proiezione
sono tra loro scambiabili.

d

dt
FM cos(ωt+ α) = −ωFM sin(ωt+ α) =

= ωFM cos(ωt+ α +
π

2
) = (4.12)

= Re(jωF̄Me
jωt) = Re( d

dt
F̄Me

jωt)
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Figura 4.5: Derivata di un fasore

Risulta a questo punto particolarmente facilitata la soluzione delle
reti in regime alternato sinusoidale avvalendosi del teorema generale
delle reti elettriche. Le leggi di Kirchho� delle correnti (per ognu-
no degli nodi indipendenti) e delle tensioni (per ognuno degli anelli
indipendenti) si riducono infatti a semplici combinazioni lineari di
grandezze complesse, mentre i legami costitutivi si limitano a stabi-
lire connessioni lineari tra ingresso ed uscita di ogni bipolo di rete.
Questa peculiarità è messa in evidenza nella Tabella 4.1 dove si è
indicata l'operazione di derivazione attraverso l'operatore p = d/dt2.

Naturalmente una volta risolte le 2l equazioni e ricavati i fasori
rappresentativi delle correnti e delle tensioni di lato è possibile tornare
nel dominio del tempo proiettando i fasori sull'asse reale.

Complessivamente la soluzione della rete procede nel seguente mo-
do ciclico: si rappresentano gli ingressi (alternati cosinusoidali) me-
diante i corrispondenti fasori, si scrivono le equazioni di rete (LKC e
LKT) ed i legami costitutivi (LC) e si risolvono le corrispondenti 2l
equazioni algebriche nei fasori (numeri complessi) ricavando per ogni
lato V̄kM e ĪkM , si torna in�ne nel dominio del tempo proiettando i
fasori rappresentativi delle correnti e delle tensioni dei singoli lati.

Nella risoluzione delle reti elettriche in regime alternato sinusoidale
conviene introdurre per le grandezze corrente e tensione, fasori che
hanno modulo pari al valore e�cace e non al valore massimo della

2L'operatore p fu introdotto per la prima volta da Heaviside tra il 1880 e il 1887 per risolvere
le equazioni di�erenziali che scaturivano dall'analisi dei circuiti elettrici. Il calcolo operatoriale
sviluppato da Heaviside fu poi formalizzato e validato nei lavori di Thomas John 1 Anson
Bromwich.



4.4. IMPEDENZA, AMMETTENZA E CIRCUITI SIMBOLICI 59

Tabella 4.1: Formulazione nel dominio del tempo e della frequenza

nel dominio del tempo Nel domino della frequenza

LKC ∑
k IkM cos(ωt+ αk) n− 1 equazioni ∑

k ĪkM = 0

LKT ∑
k VkM cos(ωt+ βk) l − n+ 1 equazioni ∑

k V̄kM = 0

LC
vR(t) = RiR(t)
vL(t) = LpiL(t)
iC(t) = CpvC(t)

l equazioni
V̄RM = RĪRM

V̄LM = jωLĪLM

ĪCM = jωCV̄cM

sinusoide associata, dove il valore e�cace di una grandezza alternata
nel tempo di periodo T può essere calcolato come indicato in (4.4)

Le relazioni esistenti tra i fasori V̄M , ĪM ed i nuovi fasori sono
indicate in (4.13). E' evidente che le (4.13), introducendo solo un
fattore di scala per i moduli, non alterano le conclusioni riguardanti
la risoluzione delle reti in regime sinusoidale precedentemente intro-
dotte (si possono dunque scrivere le LKT, LKC e i LC sostituendo
semplicemente a V̄M , ĪM i fasori V̄ ed Ī).

V̄ =
V̄M√

2
Ī =

ĪM√
2

(4.13)

Nei successivi paragra�, salvo diversa indicazione, i fasori si inten-
deranno espressi nei valori e�caci.

4.4 Impedenza, ammettenza e circuiti simbolici
Si chiama impedenza di un bipolo ideale e si indica con Z̄, il rap-
porto tra il fasore tensione V̄ ed il fasore corrente Ī (oppure tra il
fasore V̄M e ĪM), ammettenza il reciproco di tale rapporto (si indi-
ca con Ȳ = 1/Z̄). In Tabella 4.2 sono esplicitati questi operatori
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Tabella 4.2: Impedenza, ammettenza, reattanza e suscettanza dei bipoli ideali

Bipolo Impedenza Ammettenza

Resistore Z̄ = R ȲR = 1/R = G

Induttore Z̄L = jωL = jXL ȲL = 1/jXL = −jBL

Condensatore Z̄C = 1/jωC = −jXC ȲC = 1/(−jXC) = jBC

e vengono introdotte le de�nizioni di reattanza induttiva XL = ωL
e reattanza capacitiva XC = 1/ωC (misurate, come la esistenza in
[Ω]) e di suscettanza induttiva BL = 1/XL e di suscettanza capacitiva
BC = 1/XC (misurate, come la conduttanza in [S]).

In merito ai valori asintotici dell'impedenza dei bipoli ideali (per
l'ammettenza valgono proposizioni duali), si può notare che per pul-
sazioni molto grandi (ω → ∞) l'induttore si comporta come un cir-
cuito aperto (impedenza al limite in�nita), mentre il condensatore si
comporta come un corto circuito (impedenza al limite nulla), mentre
per pulsazioni molto basse (ω → 0) avviene il contrario. Il resistore
mantiene, invece, il suo comportamento qualunque sia il valore del-
la pulsazione ω, nel senso che la sua impedenza ed ammettenza è
indipendente dalla frequenza.

Quanto all'e�etto della connessione, si nota che bipoli ideali in serie
sono percorsi dalla stessa corrente e la tensione totale sulla serie dei
bipoli è la somma delle tensioni sui singoli elementi. Ne consegue che
l'impedenza di una serie di bipoli è la somma delle impedenze. Nel
caso di connessione parallelo vale la frase duale, si vedano le relazioni
(4.14).

Z̄eq =
∑

k

Z̄k Ȳeq =
∑

k

Ȳk (4.14)

Fatte queste precisazioni, è evidente che le reti R, L, C in regime
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Figura 4.6: Esempio di reti simboliche

alternato sinusoidale siano rappresentabili con il circuito simbolico in
cui, in luogo dei valori istantanei delle correnti e delle tensioni, com-
paiono i corrispondenti fasori ed in luogo delle resistenze, induttanze
e capacità, le corrispondenti impedenze o ammettenze a seconda della
comodità di calcolo.

In Figura 4.6 sono rappresentate due reti simboliche con le con-
venzioni di misura delle grandezze istantanee di lato rappresentate
tramite i fasori. Per le due reti di Figura 4.6 l'impedenza e l'am-
mettenza simbolica sono rispettivamente quelle indicate nella (4.15)
e (4.17), tra loro duali.

Z̄ = R+jωL+
1

jωC
= R+j

(
ωL− 1

ωC

)
= R±jX = Ze±jϕ (4.15)

Z =
√
R2 +X2 tanϕ = ±X

R
(4.16)

Ȳ = G+jωC+
1

jωL
= G+j

(
ωC − 1

ωL

)
= G∓jB = Y e∓jϕ (4.17)

Ȳ =
1

Z̄
Y =

1

Z
=
√
G2 +B2 tanϕ = ∓B

G
(4.18)
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Figura 4.7: a) Triangolo dell'impedenza per reattanza positiva; b) Triangolo della
ammettenza per suscettanza negativa

G =
R

Z2 B =
X

Z2 (4.19)

Si supponga di aver calcolato (o misurato), per la pulsazione ω di
interesse, l'impedenza ai morsetti di ingresso di una rete nella for-
ma indicata nella (4.15) e di averne quindi individuato la parte reale
R (resistenza) ed il coe�ciente X (reattanza) dell'unità immaginaria
(misurate in [Ω]). Quest'ultima, sarà positiva se la rete ha compor-
tamento induttivo (cioè è equivalente ad un resistore ed un induttore
in serie) e negativa se la rete ha comportamento capacitivo (cioè è
equivalente ad un resistore ed un condensatore in serie). Si potrà
disegnare il triangolo dell'impedenza che, nella ipotesi di reattanza
positiva, assume l'aspetto indicato in Figura 4.7a.

Analogamente la corrispondente ammettenza è quella indicata nel-
la (4.17) dove G è la conduttanza e B la suscettanza (misurate in [S]).
Il relativo triangolo è precisato nella Figura 4.7b (in base a quanto evi-
denziato nella Tabella 4.2 ad una reattanza positiva corrisponde una
suscettanza negativa e viceversa). Per quanto riguarda i legami tra
Y , G e B e Z, R ed X, valogono le relazioni indicate in (4.18)-(4.19).

4.5 Energetica delle reti

In Figura 4.8 è riportato l'andamento temporale di tensione, corrente
e potenza istantanea nel caso di misure operate su un bipolo di natura
ohmico-induttiva. Analizzando tali andamenti temporali, si possono
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Figura 4.8: Tensione v(t), corrente i(t), potenza istantanea p(t)

Figura 4.9: Inserzione del wattmetro

de�nere alcune quantità signi�cative ed in particolare, si de�nisce
potenza attiva, la si indica con P e la si misura in [W ] (Watt), il
valore medio in un periodo della potenza istantanea, che nel caso
di regime alternato sinusoidale può essere calcolata come indicato in
(4.21) dove il termine ϕ prende il nome di fattore di potenza.

Lo strumento di misura della potenza attiva prende il nome di
wattmetro ed è composto da un equipaggio voltmetrico derivato, da
uno amperometrico in serie al circuito e da una logica atta a realizzare
le operazioni implicite nella (4.21), si veda la Figura 4.9.

Nelle applicazioni tecniche la misura di energia può essere appros-
simata come indicato in (4.22) e cioè come prodotto tra la potenza
attiva per il tempo di utilizzazione della rete e come unità di misura
viene spesso utilizato il [kWh] (chilowattora). Lo strumento di misu-
ra dell'energia è il contatore: si tratta di un wattmetro (quindi con
equipaggio voltmetrico ed amperometrico) integratore che opera in
conformità alla (4.22).
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p = v · i = VM cos(ωt) · IM cos(ωt∓ ϕ) =

=
VMIM

2
cosϕ+

VMIM
2

cos(2ωt∓ ϕ) =

= V I cosϕ+ V I cos(2ωt∓ ϕ)

= P + A cos(2ωt∓ ϕ)

(4.20)

P =
∫ T

0
p · dt =

VMIM
2

cosϕ = V I cosϕ (4.21)

w(∆t) =
∫ ∆t

0
p(t)dt ≈ P∆t (4.22)

Si de�nisce potenza apparente, la si indica con A e la si misura
in [V A] (voltampere), la massima oscillazione della potenza istanta-
nea attorno al valore medio, si veda la Figura 4.8 e la (4.20), dove
l'espressione iniziale è stata manipolata utilizzando le formule di Wer-
ner3. Si tratta di una grandezza di notevole signi�cato ingegneristico
se si pensa ai costi di realizzazione (e di gestione durante il ciclo
di vita) di una rete industriale. Infatti, il dimensionamento dell'isola-
mento elettrico della rete industriale deve esser commisurato al valore
e�cace della tensione, mentre il dimensionamento dei conduttori de-
ve esser commisurato (per ragioni di riscaldamento) al valore e�cace
della corrente: se ne conclude che la potenza apparente è un indice
dell'impegno necessario per la costruzione e la gestione del sistema
energetico.

La (4.20) può essere poi elaborata (attraverso le formule trigono-
metriche di somma e sottrazione) come è indicato nella (4.23). Dal
momento che, in regime alternato sinusoidale, P = A cosϕ, se si de-
�nisce potenza reattiva la quantità Q = ±A sinϕ, misurata in [VAR]
(voltampere reattivi), con segno positivo per reti a comportamento
induttivo e negativo per reti a comportamento capacitivo, la (4.23)

3Formule di Werner:
sin α sin β = 1

2 cos(α− β)− 1
2 cos(α + β)

cos α cosβ = 1
2 cos(α + β) + 1

2 cos(α− β)
sin α cos β = 1

2 sin(α + β) + 1
2 sin(α− β)
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porta alla (4.24) ed alle (4.25), che stabiliscono il legame tra potenza
attiva, reattiva ed apparente.

p(t) = P + A cos[2ωt∓ ϕ] =

= P + A cosϕ cos(2ωt)± A sinϕ sin 2(ωt) (4.23)

p(t) = P + [P cos(2ωt)±Q sin(2ωt)] (4.24)

A =
√
P 2 +Q2 P = A cosϕ ±Q = ±A sinϕ (4.25)

Le tre potenze possono essere rappresentate avvalendosi della no-
zione di potenza complessa. Siano V̄ , Ī i fasori rappresentativi della
tensione e della corrente alla porta di ingresso di una rete, si de�nisce
potenza complessa, si veda la (4.26), il prodotto del fasore tensione per
il coniugato del fasore corrente. Si può constatare che la potenza com-
plessa ha per parte reale la potenza attiva della rete e per coe�ciente
dell'unità immaginaria la potenza reattiva (positiva per rete di tipo
induttivo). La potenza complessa si rappresenta nel piano complesso
con il triangolo delle potenze, si veda la Figura 4.10, particolarmente
adatto ad evidenziare la natura energetica della rete tramite il segno
della potenza reattiva.

Questo triangolo, inoltre, evidenzia il fatto che l'onere costruttivo
(e di gestione), espresso dalla potenza apparente A, è minimo se, a
pari potenza attiva P (quella utile per le trasformazioni energetiche),
è nulla la potenza reattiva Q.

Ā = V̄ I = V Ie±jϕ = P + jQ (4.26)

Allo scopo di �ssare le idee verranno presentati nel seguito gli an-
damenti della potenza istantane e i valori che assumono P , Q ed A
nel caso dei bipoli ideali resistore, induttore e condensatore
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Figura 4.10: Potenza complessa

Figura 4.11: a) Diagramma di fasori di una rete resistiva. b) Andamento di v, i
e p

4.5.1 Resistore

Se la rete si comporta come un resistore, i fasori rappresentativi di
tensione e corrente sono del tipo indicato in Figura 4.11a. I valori
istantanei di tensione corrente ai morsetti possono essere espressi come
indicato in (4.27), la potenza istantanea è esprimibile come è indicato
nella (4.28) e presentano l'andamento di Figura 4.11b.

v =
√

2V cos(ωt) i =
√

2I cos(ωt) V̄ = RĪ (4.27)

p = vi = 2V I cos2(ωt) = V I+V I cos(2ωt) = P+P cos(2ωt) (4.28)
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Figura 4.12: a) Diagramma dei fasori per una rete puramente induttiva. b)
Andamento di v, i e p

Si nota che la potenza istantanea è una funzione che presenta due
oscillazioni nel periodo mantenendo sempre un valore positivo. La
potenza attiva P coincide con la potenza apparente A.

4.5.2 Induttore

Per una rete puramente induttiva, i fasori rappresentativi della ten-
sione e della corrente sono disposti nel piano complesso come indicato
in Figura 4.12a, i valori istantanei di tensione e corrente sono del tipo
precisato nella (4.29) e la potenza istantanea presenta l'espressione
indicata nella (4.30). La potenza istantanea, si veda la Figura 4.12b,
ha valore medio nullo ed oscilla due volte per ogni periodo. Quando
la potenza istantanea è positiva (p > 0) la rete assorbe ed accumu-
la energia (nel campo magnetico); quando la potenza istantanea è
negativa (p < 0) la rete restituisce energia al generatore di tensione.

v =
√

2V cos(ωt) i =
√

2I cos(ωt− π/2) V̄ = jωLĪ (4.29)

p = vi = V I cos(2ωt− π/2) = Q cos(2ωt− π/2) = Q sin(2ωt)
(4.30)
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Figura 4.13: a) Diagramma dei fasori per una rete puramente capacitiva. b)
Andamento di v,i e p

4.5.3 Condensatore

Per una rete puramente capacitiva, quindi i fasori tensione e corren-
te sono disposti come indicato nella Figura 4.13a. I valori istanta-
nei di tensione e corrente sono del tipo precisato nella (4.31), men-
tre la potenza istantanea è del tipo indicato nella (4.32) e presenta
l'andamento di Figura 4.13b.

La potenza istantanea p, si veda la Figura 4.13b, ha valore medio
nullo e anche in questo caso presenta due oscillazioni in un perio-
do. Quando la potenza istantanea è positva (p > 0), la rete assorbe
energia dal generatore accumulandola nel campo elettrico, quando la
potenza istantanea è negativa (p < 0) la rete restituisce al generatore
l'energia prima assorbita. Quindi, a parità di tensione, quando la rete
induttiva assorbe energia, la rete capacitiva la emette.

v =
√

2V cos(ωt) i =
√

2I cos(ωt+ π/2) V̄ = −j 1

ωC
Ī

(4.31)

p = vi = V I cos(2ωt+ π/2) = Q cos(2ωt+ π/2) = −Q sin(2ωt)
(4.32)
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4.6 Corollario di Boucherot

Si supponga di conoscere per tutti i lati della rete (avendo impiega-
to convenzioni di misura coordinate per la tensione e la corrente, ad
esempio la convenzione degli utilizzatori) i fasori V̄k e Īk rappresen-
tativi della tensione e della corrente. Per le considerazioni fatte in
questo capitolo, sicuramente i fasori tensione soddisfano le LKT ed
i fasori corrente le LKC. E' allora altrettanto vero che le LKC sono
soddisfatte per i coniugati dei fasori corrente Ik dato che per essi sono
ordinatamente cambiate di segno tutte le parti immaginarie. In base
allora al teorema di Tellegen deve valere la (4.33) dove la sommatoria
è estesa a tutti i lati della rete. Ne consegue che la somma algebrica
di tutte le potenze attive e di tutte le potenze reattive dei lati di rete
è nulla (solo la prima di tali frasi è giusti�cabile con il principio di
conservazione dell'energia), come è indicato nella (4.34) che prende il
nome di corollario di Boucherot.

l∑

k=0
V̄kIk =

l∑

k=0
Āk =

l∑

k=0
(Pk ± jQk) = 0 (4.33)

l∑

k=0
Pk = 0

l∑

k=0
±Qk = 0 (4.34)

Per le reti elettriche vale quindi la conservazione sia della potenza
attiva che della potenza reattiva e questo consente di individuarne la
soluzione per via energetica.

Si supponga infatti di conoscere, ad esempio, il senso secondo cui
�uiscono le potenze e di suddividere la rete oggetto di studio in sezioni
successive in cui racchiudiamo lati percorsi dalla stessa corrente o
sottoposti alla stessa tensione, si veda, per �ssare le idee, la Figura
4.14. Se per una sezione, ad esempio la sezione 1, si conosce la potenza
complessa assorbita dal bipolo B ed il modulo del fasore tensione o
del fasore corrente è possibile ricavare tutte le rimanenti grandezze
di rete ed in particolare le potenze erogate dal generatore tramite la
conservazione delle potenze.

Infatti se, ad esempio, sono noti P1, Q1, V1 allora I1 = A1/V1 (A1 =
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Figura 4.14: Risoluzione di una rete utilizzando il corollario di Boucherot

Figura 4.15: Posizionamento della batteria di condensatori per il rifasamento

√
P 2

1 +Q2
1). Nella sezione 2 si ha I2 = I1, P2 = P1, Q2 = Q1−XCI

2
2 ,

allora V2 = A2/I2. Nella sezione 3 si ha V3 = V2,, P3 = P2 + GV 2
3 ,

Q3 = Q2+B3V
2
3 allora A3 =

√
P 2

3 +Q2
3 e I3 = A3/V3. Nella sezione 4

si ha I4 = I3, P4 = P3+R4I
2
4 , Q4 = Q3+X4I

2
4 allora A4 =

√
P 2

4 +Q2
4

e V4 = A4/I4.
Viceversa se fossero note le condizioni alla porta 4, dove è disposto

il generatore, sempre con lo stesso procedimento si sarebbero ricavate
le condizioni alla porta 1 dove è disposto il bipolo utilizzatore questa
volta sottraendo le potenze sezione per sezione.

4.7 Rifasamento

Il produttore di energia elettrica, allo scopo di limitare la potenza
apparente (che è indice del costo di realizzazione e di gestione di una
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Figura 4.16: Calcolo della potenza reattiva di rifasamento con il triangolo della
potenza complessa

rete di distribuzione) a parità di potenza attiva (quella utile per le tra-
sformazioni energetiche) impone agli utenti (tramite adeguata penale
sulla tari�a di fornitura) che il fattore di potenza delle reti utilizzatri-
ci sia convenientemente alto (solitamente cosϕ > 0.9). Nel caso che
l'applicazione dell'utente non rispetti naturalmente il vincolo impo-
sto, è necessario, allo scopo di evitare la penale, introdurre a monte
della propria rete una batteria di condensatori di capacità adegua-
ta (solitamente infatti non basta un unico condensatore), si veda la
Figura 4.15. Tale provvedimento, tipicamente industriale, prende il
nome di rifasamento.

Il corollario di Boucherot rende particolarmente agevole il calcolo
della batteria di condensatori da inserire. In e�etti l'utente conosce lo
stato energetico nella sezione 2 perché ricava la potenza attiva e quella
reattiva (normalmente di tipo induttivo) che gli è necessaria come
somma delle potenze attive e reattive dei carichi e conosce anche, si
veda la Figura 4.16, la situazione energetica da realizzare nella sezione
1 perché è noto il fattore di potenza imposto dal fornitore dell'energia.
Ne consegue allora la potenza reattiva della batteria di condensatori
e la capacità della batteria come è indicato nella (4.16).

QC = Q2 −Q1 = ωCV 2 (4.35)
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Capitolo 5

Sistemi trifase

5.1 Generalità
La generazione, la trasmissione, la distribuzione e la utilizzazione del-
l'energia elettrica avvengono in larga misura sotto forma trifase per
motivi tecnici ed economici. In e�etti, le macchine elettriche trifase
sono, normalmente, più leggere e meno ingombranti di quelle monofa-
se e di quelle a corrente continua, inoltre le linee trifase danno luogo
a minori cadute di tensione di quelle monofase1.

Si consideri infatti il caso di tre generatori di tensione alternata
sinusoidale con tensioni rispondenti alla (5.1) e rappresentabili con
la terna di fasori rappresentata in Figura 5.1b. Se la tensione della
seconda fase (v2) è in ritardo rispetto a quella della prima fase come
accade nelle (5.1), si parlerà di terna diretta di tensioni trifase, in caso
contrario (tensione della seconda fase in anticipo rispetto alla tensione
della prima fase) di terna inversa.

v1(t) =
√

2V cosωt

v2(t) =
√

2V cos(ωt− 2π/3) (5.1)
v3(t) =

√
2V cos(ωt− 4π/3)

Se a ciascuno di questi generatori colleghiamo un carico rappre-
1Le considerazioni tecnico/economiche che fanno prediligere un sistema di trasmissione del-

l'energia elettrica piuttosto che un altro sono estremamente varie. Si rimanda a testi speci�ci
di impianti e sistemi elettrici per un eventuale approfondimento.

73
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Figura 5.1: a) Sistema di trasmissione costituito da tre sistemi monofase. b)
Fasori rappresentativi dei tre generatori

Figura 5.2: Rete trifase equivalente

sentabile con la stessa impedenza Z̄, le correnti che circolano nelle tre
linee monofase sono alternate sinusoidali ed i fasori rappresentativi
rispondono alla (5.2).

Ī1 = V̄1/Z̄ Ī2 = V̄2/Z̄ Ī3 = V̄3/Z̄ (5.2)

Il sistema delle correnti è caratterizzato dal fatto che dato che la
somma dei loro fasori rappresentativi è nulla; ne consegue che se i tre
conduttori di ritorno delle tre linee monofasi sono messi in comune in
questo conduttore circola corrente nulla per modo che il conduttore
può essere eliminato. Si può allora trasmettere la potenza delle tre
linee monofase con tre conduttori in luogo di sei. Un sistema di questo
tipo prende il nome di sistema trifase a tre �li.

Ad un sistema come quello indicato in Figura 5.2 può essere ag-
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Figura 5.3: Rete trifase a quattro �li

Figura 5.4: Impianto trifase e sezione AA' di misura

giunto un ulteriore conduttore connesso al centro stella dei generatori,
ottenendo il sistema indicato in Figura 5.3 che prende il nome di siste-
ma trifase a quattro �li. Le linee interessate dalla presenza a monte di
un generatore equivalente prendono il nome di fasi, mentre il quarto
conduttore prende il nome di neutro.

5.2 Misure sui sistemi trifase a tre e quattro �li

Si consideri un impianto elettrico caratterizzato da una stazione di
generazione G trifase, da una linea di trasmissione L e da un impianto
utilizzatore U, come indicato in Figura 5.4. In una generica sezione
AA' della linea di trasmissione possono essere misurati i sistemi di
tensione e correnti indicati in Figura 5.5.

In proposito, si possono distiguere le tre tensioni v12, v23, v31 mi-
surate tra coppie ordinate di conduttori e le tensioni v1o, v2o, v3o

misurate tra ciascun conduttore ed un punto �sico o esterno alla li-
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Figura 5.5: Misure di tensione e corrente nella sezione AA'

nea. Le tensioni v12, v23, v31 prendono il nome di tensioni concatenate
mentre le tensioni v1o, v2o, v3o vengono denominate tensioni di fase.

Tra queste tensioni esistono i legami dovuti alle LKT, che possono
essere espressi mediante i fasori rappresentativi dalle (5.3)-(5.4). In
base alla (5.4) i fasori V̄12, V̄23, V̄31 fanno parte nel piano complesso
di un triangolo delle tensioni concatenate, si veda la Figura 5.6 ed in
base alla (5.3) ogni punto del piano complesso individua un possibile
sistema di tensioni di fase.

V̄12 = V̄1o − V̄2o

V̄23 = V̄2o − V̄3o (5.3)
V̄31 = V̄3o − V̄1o

V̄12 + V̄23 + V̄31 = 0 (5.4)

Tra i diversi centri del piano complesso conviene privilegiare nelle
analisi successive il baricentro G del triangolo delle tensioni conca-
tenate (punto di incontro delle mediane dei lati), si veda la Figura
5.7, detto centro teorico in quanto le tensioni di fase riferite a questo
centro godono della proprietà (utile nei calcoli) che la loro somma è
nulla.
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Figura 5.6: Triangolo delle tensioni concatenate e tensioni di fase

Figura 5.7: Determinazione del centro teorico G
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Figura 5.8: Tensioni concatenate e tensioni di fase per il caso simmetrico di
tensioni

Dal punto di vista delle misure il centro teorico è facilmente iden-
ti�cabile: in e�etti supponiamo di derivare nella sezione di misura
tre impedenze uguali connesse a stella e sia G il centro della stella, si
veda la Figura 5.7. Le tre correnti drenate da tali impedenze hanno
somma nulla (LKC per il nodo G) per modo che le tensioni misurate
tra i �li ed il centro stella rispondono alla proprietà delle tensioni di
fase spiccate dal baricentro del triangolo delle tensioni concatenate,
si veda (5.5). Nel seguito queste tensioni di fase verranno designate
con un solo indice (v1. v2, v3).

V̄1G

Z̄
+
V̄2G

Z̄
+
V̄3G

Z̄
= 0 → V̄1G + V̄2G + V̄3G = 0 (5.5)

Se ora il triangolo delle tensioni concatenate è equilatero, il sistema
delle tensioni si de�nisce simmetrico (in caso contrario si dirà che il
sistema delle tensioni è dissimmetrico): in questo caso, si veda la
Figura 5.8, le terne delle tensioni di fase e delle tensioni concatenate
sono esprimibili come indicato nella (5.6), dove l'asse reale è stato
posizionato in fase con la tensione di fase V̄1.

V̄1 = V V̄2 = V e−j 2
3π V̄3 = V e−j 4

3π

V̄12 = Vce
j π

6 V̄23 = Vce
−j 5

6π V̄3 = Vce
−j 9

6π Vc =
√

3V

(5.6)

Le correnti misurate nella sezione mediante l'inserzione degli am-
perometri indicata in Figura 5.5 si prendono il nome di correnti di
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Figura 5.9: Triangolo delle correnti di linea

Figura 5.10: a) Sistema trifase simmetrico ed equilibrato b) Sistema trifase
dissimetrico e squilibrato

linea e godono della proprietà (LKT al nodo utilizzatore) che la loro
somma è sempre nulla, si veda la (5.7). Se ne conclude che i fasori
corrente di linea costituiscono i lati di un triangolo, si veda la Figura
5.9.

i1 + i2 + i3 = 0 (5.7)

Se il triangolo è equilatero i fasori corrente hanno lo stesso modulo
e sono tra loro sfasati di 2π/3; in questo caso il sistema delle correnti
si dice equilibrato (in caso contrario si parla di sistema squilibrato),
si veda Figura 5.10b. Normalmente i tre fasori corrente vengono rap-
presentati spiccandoli dal centro teorico ed il complesso dei fasori di
tensione e corrente assume, nel caso generale di sistemi dissimmetrici
e squilibrati, l'aspetto indicato in Figura 5.10a.
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5.3 Energetica delle linee trifase
Dal punto di vista energetico, per sistemi trifasi a tre �li, è utile
leggere la (5.7) nel senso che la corrente in un �lo qualsiasi si può
interpretare come il ritorno delle correnti degli altri due �li. Tutto
avviene quindi come se vi fossero due linee monofase con un �lo di
ritorno in comune. In base a questa interpretazione, la potenza istan-
tanea trasmessa dalla linea trifase si può valutare in uno qualsiasi dei
modi evidenziati nelle (5.8) (si noti che l'ultimo tipo di scrittura evi-
denzia il fatto che la linea trifase è equivalente a tre linee monofase
interessate dalle correnti di linea e dalle tensioni di fase rispetto ad
un qualsiasi centro O). Normalmente si preferisce limitare la misura
all'uso di due wattmetri come evidenziato dall'ultimo termine delle
(5.8). Una possibile inserzione, che corrisponde alla modalità di cal-
colo indicata nella prima delle (5.8), è rappresentata in Figura 5.11.
Tale modalità prende il nome di inserzione Aron dei wattmetri.

p = v1Oi1 + v2Oi2 + v3Oi3 = v1Oi1 + v2Oi2 + v3O(−i1 − i2) =

= (v1O − v3O)i1 + (v2O − v3O)i2 = v13i1 + v23i2

p = v1Oi1 + v2Oi2 + v3Oi3 = v1Oi1 + v2O(−i1 − i3) + v3Oi3 =

= (v1O − v2O)i1 + (v3O − v2O)i3 = v12i1 + v32i3 (5.8)

p = v1Oi1 + v2Oi2 + v3Oi3 = v1O(−i2 − i3) + v2Oi2 + v3Oi3 =

= (v2O − v1O)i2 + (v3O − v1O)i3 = v21i2 + v31i3

In termini di potenza attiva le espressioni (5.8) assumono la forma
indicata in (5.9) ed in maniera analoga si può dedurre la potenza
reattiva come indicato in (5.10).

P = P13 + P23 = P12 + P32 = P21 + P31 = P1 + P2 + P3 (5.9)

Q = Q13 +Q23 = Q12 +Q32 = Q21 +Q31 = Q1 +Q2 +Q3 (5.10)
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Figura 5.11: Inserzione Aron dei wattmetri

La potenza apparente e la potenza complessa trifase assumono la
forma indicata in (5.11). Il rapporto cosϕ = P/A prende il nome di
fattore di potenza convenzionale del sistema trifase.

Ā = P + jQ A =
√
P 2 +Q2 cosϕ =

P

A
(5.11)

Nel caso di sistema simmetrico ed equilibrato il fattore di potenza
convenzionale coincide naturalmente con il fattore di potenza di ogni
fase. In questo caso, inoltre, la potenza istantanea è costante nel
tempo e coincide con il valore di potenza attiva.

5.4 Risoluzione di reti trifase

Se la rete trifase non è simmetrica ed equilibrata si può procede-
re alla sua risoluzione sfruttando tutti i teoremi delle reti elettriche
evidenziati nei capitoli precedenti. Si evidenziano di seguito alcune
sempli�cazioni notevoli che si possono ottenere nella risoluzione delle
reti trifase grazie alla loro topologia.

5.4.1 Circuito monofase equivalente

Consideriamo la con�gurazione particolarmente signi�cativa di Figu-
ra 5.12 in cui un generatore trifase G alimenta tramite una linea L
di trasmissione dell'energia elettrica un complesso di carichi C tra
loro in parallelo. Il funzionamento simmetrico ed equilibrato, che è
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Figura 5.12: Tipico impianto di distribuzione trifase

quello di maggior rilevanza applicativa per tutti i calcoli energetici
di base dei sistemi elettrici trifase, si presenta quando il sistema di
tensioni fornito dal generatore è simmetrico, la linea è costituita da
tre conduttori simmetricamente disposti nello spazio e tutti i carichi
sono equilibrati (costituiti da tre impedenze uguali connesse a stella
oppure a triangolo).

Se si rappresenta il generatore mediante tre generatori di tensione
ideali connessi a stella (con tensioni pari a quella della terna delle
tensioni di fase riferite al centro teorico), la linea (fase per fase) me-
diante una resistenza R ed una induttanza L in serie tra di loro ed i
carichi sempre mediante circuiti equivalenti a stella (nel caso di con-
nessione a triangolo si opererà trasformando il triangolo nella stella
equivalente) allora l'impianto di Figura 5.12 si potrà schematizzare
come è indicato in Figura 5.13.

Nel circuito di Figura 5.13, in ragione della simmetria del genera-
tore e della linea e dell'equilibrio dei carichi, tutto avviene come se
vi fossero tre reti monofase, tra loro svincolate, con un �lo di ritorno
in comune (percorso da corrente nulla). Lo studio della rete si può
quindi limitare ad una qualsiasi delle tre reti monofase (si veda la
Figura 5.14) e la soluzione delle rete monofase equivalente si potrà
ottenere avvalendosi del teorema fondamentale delle reti elettriche (e
delle formulazioni derivate) oppure del procedimento di Boucherot.

Una volta risolta la rete monofase equivalente i risultati conseguiti
andranno opportunamente modi�cati per adattarli alla rete trifase
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Figura 5.13: Circuito equivalente di un impianto con generatori e linea simmetrici
e carichi equilibrati

Figura 5.14: Rete monofase equivalente a quella trifase simmetrica ed equilibrata
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originale. In proposito, le correnti di linea trifase coincidono con
quelle del circuito monofase, le tensioni di fase del trifase coincidono
con quelle del circuito monofase equivalente mentre per le tensioni
concatenate e le potenze trifase valgono le (5.12) e (5.13) (dove il
pedice t si riferisce al trifase, il pedice m al monofase e il pedice c alla
tensione concatenata).

Vt = Vm = V It = Im = I Vc =
√

3Vm =
√

3V (5.12)

Pt = 3Pm = 3V I cosϕ

Qt = 3Qm = ±3V I sinϕ

Āt = Pt + jQt = 3V Iej±ϕ

(5.13)

5.4.2 La formula di Millman per reti trifase
Si consideri la rete trifase simmetrica ma squilibrata rappresentata in
Figura 5.15. E si vogliano calcolare le tensioni tra il nodo G e i nodi O
e O'. Sfruttando la metodologia introdotta nel Capitolo 1 che consente
di eliminare lati della rete contenenti esclusivamente generatori di
tensione senza modi�care le LKT si può ottenere la rete equivalente
rappresentata in Figura 5.16.

Rimane evidente che alla rete di Figura 5.16 si può applicare la
formula di Millman per ricavare la tensione tra G ed O e tra G ed O'
come indicato in (5.14).

V̄OG =

V̄1

Z̄1
+
V̄2

Z̄2
+
V̄3

Z̄3
1

Z̄1
+

1

Z̄2
+

1

Z̄3

V̄O′G =

V̄1

Z̄ ′1
+
V̄2

Z̄ ′2
+
V̄3

Z̄ ′3
1

Z̄ ′1
+

1

Z̄ ′2
+

1

Z̄ ′3

(5.14)

Per le medesime motivazioni precedenti la tensione tra O e G non
è in�uenzata da carichi come quello indicato in Figura 5.17 (carichi
di questo tipo prendono il nome di carichi trasversali).
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Figura 5.15: Rete trifase dissimmetrica e squilibrata

Figura 5.16: Rete trifase equivalente

Figura 5.17: Carico trasversale
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Figura 5.18: Rifasamento di carichi trifase

5.5 Rifasamento
Anche per i carichi trifase valgono le stesse considerazioni già fatte
nel Capitolo 4 per cui il produttore di energia elettrica, allo scopo
di limitare la potenza apparente, impone agli utenti che il fattore di
potenza delle reti utilizzatrici sia convenientemente alto e solitamente
cosϕ > 0.9. Se il carico non soddisfa naturalmente questa condizio-
ne bisogna introdurre delle batterie di condensatori come indicato in
Figura 5.18.

Procedendo in maniera analoga a quanto già introdotto per le reti
monofase, il valore della capacità della batteria di codensatori può es-
sere determinato, nel caso di alimentazione simmetrica, come indicato
nelle (5.15)-(5.16), rispettivamente per un collegamento a stella e a
triangolo (si è indicato con V il valore e�cace delle tensioni di fase e
con Vc il valore e�cace delle tensioni concatenate).

CY =
Q− P tanϕ

3ωV 2 =
Q− P tanϕ

ωV 2
c

(5.15)

C∆ =
Q− P tanϕ

3ωV 2
c

(5.16)



Capitolo 6

Reti in regime alternato non
sinusoidale

6.1 Introduzione
La risposta di una rete passiva lineare ad un sistema di ingressi co-
stituito da un insieme di generatori indipendenti di tensione e di cor-
rente alternata sinusoidale a diverse frequenze si può valutare, in base
al teorema di sovrapposizione, come somma delle risposte dovute ai
singoli generatori quando gli altri siano annullati.

Tale procedura si presta ad essere generalizzata per la risoluzione
delle reti elettriche in quanto, le forme d'onda dei generatori di corren-
te e tensione, nel caso non fossero alternate sinusoidali, possono essere
rappresentate, grazie allo sviluppo in serie di Fourier, come somma di
grandezze alternate sinusoidali, di ampiezza opportuna. Nel seguito si
analizzeranno alcuni aspetti generali utili allo studio di reti elettriche
sottoposte a generatori non sinusoidali.

6.2 Lo sviluppo in serie di Fourier
Si consideri un generatore indipendente la cui forma d'onda è descri-
vibile con una funzione periodica del tempo caratterizzata dal fatto
che (si veda la Figura 6.1):

• all'interno del periodo T compare un numero �nito di massimi e
di minimi;

87



88 CAPITOLO 6. RETI IN REGIME ALTERNATO NON SINUSOIDALE

Figura 6.1: Esempio di forma d'onda sviluppabile con Fourier

• all'interno del periodo T compare al più un numero �nito di
discontinuità (in corrispondenza di istanti temporali tk noti) tali
però che esistano e siano �niti il limite destro f(t+k ) e sinistro
f(t−k ).

L'analisi matematica assicura che le funzioni periodiche sopra in-
dicate sono esprimibili come somma di in�nite funzioni sinusoidali,
con pulsazione multipla intera della pulsazione fondamentale ω1 =
2π/T e che la serie converge ad f(t) per i punti di continuità e ad
[f(t+k ) + f(t−k )]/2 per i punti di discontinuità.

La forma trigonometrica della serie di Fourier (la forma esponen-
ziale si ricava da quella trigonometrica ricordando che cos kωt =
Chjkωt e che sin kωt = Sh(jkωt)/j) è fornita dalla (6.1) dove l'e-
spressione del valore medio Fm e delle ampiezze delle armoniche suc-
cessive F ′

kM , F ′′
kM sono indicate nella (6.2).

f(t) = Fm +
∞∑

k=1

(
F
′
kM cos kω1t+ F

′′
kM sin kω1t

)
(6.1)

Fm =
1

T

∫ T
0 f(t)dt

F
′
kM =

2

T

∫ T
0 f(t) cos(kω1t)dt F

′′
kM =

2

T

∫ T
0 f(t) sin(kω1t)dt

(6.2)
Si possono poi sommare le due sinusoidi presenti nella (6.2) in

modo da compattare lo sviluppo come è indicato nella (6.3).
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(a) (b) (c)

Figura 6.2: a) Funzione periodica pari; b) funzione periodica dispari; c) funzione
periodica speculare

f(t) = Fm +
∞∑

1
FkM cos(kω1t− αk) (6.3)

Ulteriori sempli�cazioni dello sviluppo si possono conseguire te-
nendo conto delle simmetrie e precisamente:
• se f(t) è una funzione periodica pari (e cioè se rispetto all'origine
dei tempi risulta f(−t) = f(t), si veda la Figura 6.2a) allora
nello sviluppo in serie compaiono solo coseni (come si deduce
intuitivamente dal fatto che le funzioni seno sono dispari);

• se f(t) è una funzione periodica dispari (e cioè se rispetto all'o-
rigine dei tempi risulta f(−t) = −f(t), si veda la Figura 6.2b)
allora nello sviluppo in serie compaiono solo seni (come si deduce
intuitivamente dal fatto che le funzioni coseno sono pari);

• se f(t) presenta simmetria speculare (e cioè se rispetto all'origine
dei tempi risulta f(−t) = −f(−t+T/2), si veda la Figura 6.2c)
per modo che la semionda positiva si ottiene da quella negativa
per ribaltamento e scorrimento allora nello sviluppo sono presenti
solo armoniche multiple dispari della fondamentale.

6.3 Risposta di una rete lineare
La risposta di una rete lineare ad un ingresso alternato non sinusoidale
si valuta, come già detto, per sovrapposizione delle singole armoniche
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Figura 6.3: Risposta di una rete ad un generatore di tensione alternata non
sinusoidale

componenti lo sviluppo in serie. Si consideri in proposito il caso tipico,
si veda la Figura 6.3, di un ingresso in tensione v(t). Per il calcolo
della corrente i(t) la funzione v(t) conviene porla nella forma indicata
nella (6.4). L'ampiezza e la fase delle singole armoniche di corrente
si valutano tramite la (6.5) e cioè tramite il modulo e la fase della
ammettenza che la rete presenta alle singole armoniche di tensione.
Si esprime in�ne la corrente i(t), funzione alternata non sinusoidale
con lo stesso periodo della tensione, tramite il suo sviluppo in serie,
si vedano le (6.6)-(6.7).

v(t) = Vm +
∞∑

1
VkM cos(kω1t− αk) (6.4)

Īk = Ȳ (jkω1)V̄k Ȳ (jkω1) = Y (kω1)e
−jϕk (6.5)

i(t) = Im +
∞∑

0
IkM cos(kω1 − αk − ϕk) (6.6)

IkM = Y (kω1)VkM Im = Y (0)Vm (6.7)
Resta ora il dubbio di come avvalersi della soluzione, in quanto gli

sviluppi in serie pongono evidenti imbarazzi legati al fatto di: i) dover
considerare in�niti termini, ii) dover valutare la possibile convenienza
di altri tipi di sviluppo in serie, diversi da quello proposto da Fourier.
In proposito valgono le seguenti osservazioni.

• Si può dimostrare che l'errore quadratico medio che si commet-
te approssimando una funzione periodica mediante la somma di
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Figura 6.4: Spettro dell'ingresso in tensione (ampiezza)

funzioni armoniche è minimo se le ampiezze di tali armoniche
sono quelle dello sviluppo in serie di Fourier. In altri termini il
funzionale g(n) di cui alla (6.8) (di evidente signi�cato energeti-
co) è minimo (per ogni valore di n) se fn(t) corrisponde ai primi
n termini dello sviluppo in serie di Fourier. Se l'attenzione allora
è rivolta alle trasformazioni energetiche (e non, ad esempio, alla
riproduzione più corretta della forma d'onda) conviene usare lo
sviluppo di Fourier.

g(n) =
1

T

∫ T

0
[f(t)− fn(t)]

2dt (6.8)

• Le valutazioni energetiche possono esser circoscritte a poche ar-
moniche isofrequenziali di tensione e di corrente se la rete ha un
comportamento asintotico induttivo (come avviene in gran parte
delle applicazioni industriali).

In e�etti lo spettro delle ampiezze della funzione periodica v(t), cioè
il diagramma delle ampiezze VkM delle diverse armoniche componenti
l'ingresso v(t) in funzione della pulsazione, presenta ampiezze VkM

decrescenti al crescere di kω quanto meno proporzionalmente ad 1/k,
si vedano come esempio le Figure 6.3-6.4.

D'altra parte lo spettro delle ampiezze della corrente si deduce
da quello dell'ingresso tramite la (6.9) e cioè tramite il modulo della
ammettenza che la rete presenta alle diverse armoniche di tensione.

Īk = VkMe
jαkȲ (jkω1) IkM = VkMY (kω1) (6.9)
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Se ora la rete è asintoticamente induttiva, come avviene in gran
parte delle applicazioni industriali, allora il modulo della ammettenza
Y (kω1)decresce circa proporzionalmente a 1/k (ad esempio per una
rete R, L serie è Z(kω1) = 1/Y (kω1) =

√
R2 + (kω1L)2 e per k con-

venientemente grande è Y (kω1) ≈ 1/(kLω1)) e le ampiezze delle suc-
cessive armoniche della corrente IkM decrescono proporzionalmente
quanto meno come 1/k2 e la potenza apparente Ak = VkIk associata
alla armonica di ordine della tensione e della corrente decresce quanto
meno come 1/k3. Se ne conclude che normalmente per le reti indut-
tive bastano pochi termini dello sviluppo in serie per cogliere quasi
completamente la natura delle trasformazioni energetiche.

6.4 Valore e�cace, residuo e potenze

Il valore e�cace della tensione applicata alla rete di Figura 6.2 si
deduce dalla (6.4) come è indicato nella (6.10). Il risultato rappre-
sentato nella (6.10) si giusti�ca tenendo in conto le proprietà delle
funzioni armoniche evidenziate nelle (6.11): in altri termini danno un
contributo non nullo all'integrale solo i quadrati delle singole armoni-
che e l'integrale di tali quadrati è il quadrato del valore e�cace della
singola armonica componente.

V =

√√√√ 1

T

∫ T

0
v2dt =

√√√√V 2
m +

∞∑

1
V 2

k (6.10)

∫ T

0
cos(nω1t) cos(mω1t)dt =

∫ T

0
sin(nω1t) sin(mω1t) =





0 m 6= n

T
2 m = n

∫ T

0
sin(mω1t) cos(nω1t)dt = 0 ∀m,n

(6.11)
Per una grandezza alternata sinusoidale a valore medio nullo si

de�nisce residuo il rapporto r presentato nella (6.12) Il residuo è un
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indice dello scostamento della forma d'onda dalla sinusoide pura (per
la sinusoide infatti r = 0).

r =

√∑∞
2 V 2

k

V1
(6.12)

La potenza istantanea p(t) assorbita dalla rete è data dal prodot-
to delle sommatorie di cui alle (6.4)-(6.6) e la potenza attiva, valore
medio della potenza istantanea, è fornita dalla (6.13). Infatti, in base
alle proprietà generali rappresentate nella (6.11), danno un contribu-
to non nullo alla potenza attiva solo le armoniche isofrequenziali di
tensione e di corrente. Naturalmente l'energia W assorbita dalla rete
in un intervallo di tempo ∆t À T si calcola come indicato ancora
nella (6.13).

P =
1

T

∫ T

0
p(t)dt = VmIm +

∞∑

1
VkIk cosϕ W (∆t) = P∆t (6.13)

Normalmente, però, le trasformazioni energetiche che interessano
sono quelle associate alla prima armonica di tensione e di corrente. Da
questo punto di vista la (6.13) evidenzia il fatto che in tal caso il re-
gime alternato non sinusoidale comporta uno spreco energetico tanto
più elevato quanto più elevato è il contenuto armonico della grandezza
impressa e quanto meno la rete si presta con il suo comportamento
induttivo a limitare la circolazione delle armoniche di corrente con
frequenza multipla di quella della prima armonica.

Si de�nisce potenza apparente A in regime alternato non sinusoi-
dale il prodotto dei valori e�caci di tensione e di corrente, si veda la
(6.14).

A = V I =
√
V 2

m +
∑

k

V 2
k

√
I2
m +

∑

k

I2
k (6.14)

Si noti che agli e�etti della potenza attiva e della potenza apparente
il sistema deformato è equivalente ad una sinusoide tensione di valore
e�cace V e ad una sinusoide corrente di valore e�cace I tra loro
sfasate con un fattore di potenza cosϕ = P/A.
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De�niamo ora come potenza reattiva Q in regime deformato (senza
uno speci�co signi�cato energetico) la somma delle potenze reattive
associate alle singole armoniche isofrequenziali di tensione e di cor-
rente, si veda la (6.15) (che non coincide con quella delle sinusoidi
equivalenti prima de�nite). Potremo a questo punto constatare che
in regime deformato per legare alla potenza apparente la potenza at-
tiva e quella reattiva occorre considerare un ulteriore termine D che
prende il nome di potenza deformante, si veda la (6.16). La presenza
della potenza deformante testimonia che le trasformazioni energetiche
nelle reti in regime deformato sono nettamente più complesse che in
regime alternato sinusoidale.

Q =
∞∑

1
VkIk sinϕ (6.15)

A2 = P 2 +Q2 +D2 (6.16)



Capitolo 7

Equazioni di stato e transitori

7.1 Introduzione

L'analisi condotta nei Capitoli precedenti era volta a studiare il com-
portamento delle reti elettriche in una particolare condizione di regime
trascurando tutti i fenomeni che coinvolgono le gradezze di rete prima
del raggiungimento di tale condizione. Questa analisi non è sicura-
mente esaustiva del comportamento delle reti elettriche, in quanto le
variazioni di regime in qualsiasi circuito reale sono molto frequenti (si
pensi ad esempio al semplice gesto di premere l'interruttore per illu-
minare una stanza). E' quindi necessario introdurre una metodologia
che permetta di analizzare questa condizione di funzionamento che
verrà convenzionalmente chiamata regime transitorio1.

Più precisamente si dirà che una rete si trova in regime transito-
rio quando le varie grandezze che ne caratterizzano il funzionamento
stanno evolvendo dai valori tipici di un certo regime a quello di un
altro regime. La transizione tra i due stati di regime può avvenire per
e�etto dell'intervento dei generatori oppure perchè la con�gurazione
del circuito elettrico è in qualche modo modi�cata (solitamente per
e�etto dell'apertura e chiusura di interruttori).

Nel seguito saranno presentati alcuni metodi generali per l'analisi
dei transitori nelle reti normali che verranno poi particolarizzati per

1In questo caso si parla impropriamente di �regime� per identi�care facilmente tutta la fase
di evoluzione della rete tra due condizione di regime di�erenti.
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l'analisi di reti caratterizzate da generatori stazionari e con un unico
bipolo reattivo (induttore o condensatore).

7.2 Stato di un sistema �sico
Si de�nisce stato di un sistema �sico un insieme di variabili che
soddisfa le seguenti condizioni.

• La conoscenza dello stato e degli ingressi (nel caso delle reti elet-
triche gli ingressi sono i generatori indipendenti di tensione e di
corrente) in un istante di tempo t∗ consente di valutare ogni al-
tra grandezza pertinente il sistema �sico nello stesso istante di
tempo.

• La conoscenza dello stato al tempo t∗ e degli ingressi consente di
valutare lo stato per ogni istante di tempo t > t∗.

Per una rete elettrica non degenere (che non contiene nodi cui con-
corrono soli induttori o maglie formate da soli condensatori, tali cioè
da stabilire un legame algebrico tra le correnti/tensioni degli indut-
tori/condensatori che ne fanno parte) caratterizzata da ingressi che
presentino, al più, discontinuità di prima specie (discontinuità con li-
mite destro e sinistro noti), le correnti degli induttori e le tensioni dei
condensatori rappresentano lo stato della rete (si veda ad esempio la
rete di Figura 7.1a). Si dimostrerà nel seguito che questo insieme di
variabili soddisfa le due proprietà che de�niscono lo stato.

7.3 Valutabilità del sistema �sico
Si dimostrerà in primo luogo che la conoscenza dello stato (correnti
degli induttori e tensioni dei condensatori) e degli ingressi (genera-
tori indipendenti di tensione e di corrente) all'istante t∗ consente di
valutare ogni altra grandezza di rete al medesimo istante.

Occorre infatti considerare che, dato il legame costitutivo dei bipo-
li che costituiscono lo stato (vL = LpiL, ic = Cpvc) e data la natura



7.4. EVOLUZIONE UNIVOCA DELLO STATO 97

Figura 7.1: a) Rete non degenere inizialmente scarica; b) ingresso v(t); c-d) rete
equivalente nell'intorno di t = 0+

degli ingressi (discontinuità, al più, di prima specie) la corrente degli
induttori e la tensione dei condensatori devono variare senza disconti-
nuità, infatti se la corrente di un induttore e/o la tensione ai morsetti
di un condensatore presentassero discontinuità la tensione e/o la cor-
rente ai morsetti di questi bipoli presenterebbero valori in�nitamente
alti non compatibili (considerate le LKC e le LKT) con le tensioni e
le correnti �nite dei generatori indipendenti di corrente e di tensione.

Ne consegue che nell'intorno di ogni istante di tempo t∗, per il
teorema di sostituzione, agli induttori si può sostituire un generatore
di corrente iL(t∗) ed ai condensatori un generatore di tensione vc(t

∗).
In conclusione la rete, nell'intorno di ogni istante t∗, si riduce ad
una rete resistiva univocamente risolubile in funzione dei generatori
rappresentativi degli ingressi indipendenti e di quelli equivalenti agli
induttori ed ai condensatori, si veda la Figura 7.2.

7.4 Evoluzione univoca dello stato

Si dimostrerà ora che la conoscenza dello stato al tempo t∗, e cioè la
conoscenza di iL(t∗) e vC(t∗), e degli ingressi vg, ig consente di ricavare
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Figura 7.2: Rete equivalente nell'intorno di t∗

univocamente lo stato iL(t), vC(t) per ogni t > t∗.
Infatti, per quanto mostrato nel precedente paragrafo, in ogni

istante t è possibile esprimere, tramite la rete resistiva equivalente,
ogni grandezza di rete attraverso lo stato e gli ingressi. D'altra parte
se si individua nel grafo della rete, un albero che contiene tutti i lati
che contengono i condensatori e nessun induttore (albero proprio, per
le principali de�nizioni e proprietà dei gra� si riveda il Capitolo 2), si
è in grado, appoggiando un induttore per volta all'albero, di scrivere
per ogni induttore la sua equazione di maglia nella forma (7.1) e per
ogni condensatore di esprimere la sua equazione di nodo nella forma
(7.2).

LpiL =
∑

(vg + vC + vR) (7.1)

Cpvc =
∑

(ig + iL + iR) (7.2)
Si noti che le tensioni che compaiono nella (7.1) sono, in generale,

quelle degli ingressi vg, dei condensatori vC e dei lati resistivi vR,
mentre le correnti che compaiono nella (7.2) sono, in generale, quelle
degli ingressi ig, degli induttori iL e dei lati resistivi iR.

Dal momento che ogni grandezza di rete (ed in particolare vR ed iR)
può essere espressa tramite lo stato e gli ingressi le equazioni (7.1)-
(7.2) si possono riorganizzare, in forma matriciale, come è indicato
nella (7.3).

p


 [iL]

[vC ]


 = [A]


 [iL]

[vC ]


 + [B]


 [vg]

[ig]


 (7.3)
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Figura 7.3: Albero proprio della rete

Lo stato quindi evolve nel tempo secondo un sistema di equazioni
di�erenziali del primo ordine a coe�cienti costanti di numero (ordine
della rete) pari a quello degli induttori e dei condensatori presenti
nella rete. L'analisi matematica assicura che si tratta di un sistema
che ammette un'unica soluzione quando sia assegnato il valore dello
stato al tempo iniziale.

7.5 Impostazione delle equazioni dinamiche

Si è dimostrato che per una rete normale lo stato è esprimibile trami-
te la corrente degli induttori e la tensione dei condensatori (per una
rete con induttori e condensatori anomali si può mostrare che la me-
todologia messa a punto è ancora valida pur di assumere come stato
il �usso concatenato degli induttori anomali e la carica elettrica dei
condensatori anomali) e che la conoscenza dello stato all'istante t∗ e
degli ingressi consente di ricavare lo stato ed ogni altra grandezza di
rete per t > t∗.

Nel presente paragrafo saranno presentati i metodi risolutivi del-
le equazioni di stato nel dominio del tempo in forma chiusa. Questi
metodi consentono di rappresentare tensioni e correnti di rete sotto
forma di funzioni del tempo continue e derivabili quando gli ingressi
rispondano alle limitazioni nel seguito indicate. Pur ponendo alcune
limitazioni, il metodo che verrà esposto ha il vantaggio (come quello
basato sulla trasformata di Laplace) di evidenziare ulteriori proprietà
generali delle reti. I metodi basati sulla integrazione numerica del-
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le equazioni di stato, che costituiscono una valida alternativa, sono
sicuramente più generali perché non pongono limitazioni sulla natu-
ra degli ingressi ma, d'altra parte, per la loro natura non forniscono
indicazioni sulle proprietà intrinseche delle reti.

Il punto di partenza sono allora le equazioni di stato ed il valore
dello stato al tempo, come è evidenziato nella (7.4) che per semplicità
si riferisce ad una rete del secondo ordine (per le reti di ordine superio-
re lo stato sarà rappresentato da un vettore di correnti degli induttori
e da un vettore di tensioni dei condensatori) con un solo ingresso u(t)
(nel caso di più ingressi vale il teorema di sovrapposizione).

p


 iL
vC


 = [A]


 iL
vC


 + [B]u (7.4)

Le due equazioni di�erenziali della (7.4) si possono combinare �no
ad ottenere un'unica equazione di�erenziale completa. Più in genera-
le, per una rete di ordine n la cui dinamica è rappresentata da uno
stato di n variabili costituite da correnti di induttori e tensioni di
condensatori, combinando le equazioni di stato si ottiene un'equazio-
ne di�erenziale completa di ordine n a coe�cienti costanti in una delle
variabili di stato del tipo indicato nella (7.5). Questa equazione è da
integrare con opportune condizioni iniziali della variabile x e delle sue
derivate (che sono note in quanto x, come variabile di stato, è nota al
tempo t∗ con tutte le sue derivate).

L'analisi matematica insegna che tali equazioni di�erenziali sono
univocamente risolubili e che la soluzione consta di due parti e preci-
samente della soluzione xt(t) della equazione omogenea associata che
prende il nome di soluzione transitoria (e si ottiene da quella completa
ponendo f(t) = 0) e da un integrale particolare xp(t) dell'equazione
completa che prende il nome di soluzione di regime. Vale quindi la
soluzione indicata nella (7.6)

anp
nx+ an−1p

n−1x+ . . .+ aox = f(t)

pn−1x(t∗) = pn−1x∗

x(t∗) = x∗

(7.5)
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Figura 7.4: La funzione gradino unitario

x(t) = xt(t) + xp(t) (7.6)

7.6 Sull'integrale particolare

L'integrale particolare è facilmente formulabile per la categoria di fun-
zioni, di ampio interesse applicativo, che rispondono alla (7.7) e che
sono denominate sinusoidi generalizzate o cissoidi. Il coe�ciente s è
un numero complesso che prende il nome di pulsazione generalizzata
(σ è un numero reale positivo) ed il tempo è conteggiato ponendo
t∗ = 0 (gli ingegneri godono, a di�erenza degli studiosi di altre scien-
ze, della opportunità di spostare l'origine del tempo all'inizio dei fe-
nomeni oggetto di studio senza alterare per questo i risultati delle loro
analisi). La funzione gradino unitario 1(t), che ha l'andamento tem-
porale indicato in Figura 7.4, serve ad esprimere l'idea che l'ingresso
f(t) agisce per t > 0.

f(t) = Re(F̄ est) · 1(t)
F̄ = Fejα

s = −σ + jω
(7.7)

La sinusoide generalizzata (la cui forma d'onda si ottiene come
è indicato in Figura 7.5) serve ad esprimere, in relazione ai diversi
valori attribuibili alla pulsazione generalizzata, l'intervento sulla rete
di un generatore con una delle forme d'onda indicate in Tabella 7.1 e
rappresentate in Figura 7.5.

Per t > 0 le derivate successive della sinusoide generalizzata ri-
spondono alla (7.8) in quanto sono tra loro scambiabili l'operatore p
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Figura 7.5: a) La cissoide come proiezione di un fasore rotante di am-
piezza smorzata esponenzialmente; b) ingresso costante; c) ingresso variabile
esponenzialmente; d) ingresso variabile sinusoidalmente; e) ingresso cissoidale
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Tabella 7.1: Forme d'onda cissoidali

Pulsazione Espressione nel tempo Tipo di ingresso
s = 0
F̄ = F (α = 0)

f(t) = F · 1(t)
Ingresso costante (Fi-
gura 7.5b)

s = −σ (ω = 0)
F̄ = F (α = 0)

f(t) = Fe−σt · 1(t)
Ingresso variabile
esponenzialmente
(Figura 7.5c)

s = jω (σ = 0) f(t) = F cos(ωt+ α) · 1(t)
Ingresso variabile si-
nusoidalmente (Figu-
ra 7.5d)

s = −σ + jω f(t) = Fe−σt cos(ωt+ α) · 1(t)
Ingresso cissoidale
(Figura 7.5e)

di derivazione e l'operatore Re di proiezione sull'asse reale. Questa
proprietà giusti�ca il fatto che se l'ingresso f(t) nella (7.5) è del tipo
indicato nella (7.7), allora l'integrale particolare si può mettere nella
forma indicata nella (7.9) (quindi l'integrale particolare è una cissoide
con la stessa pulsazione generalizzata della cissoide di ingresso) dove
l'espressione del fasore X̄p si può ottenere sostituendo la (7.9) nella
(7.5) come indicato nelle (7.10) che consente di ottenere l'espressione
(7.11) nella pulsazione generalizzata s.

pnRe
(
F̄ est

) · 1(t) = Re
(
pnF̄ est

) · 1(t) = Re
(
snF̄ est

) · 1(t) (7.8)

xp(t) = Re
(
X̄pe

st
) · 1(t) (7.9)

anp
n

(
Re

(
X̄pe

st
) · 1(t)

)
+ an−1p

n−1
(
Re

(
X̄pe

st
) · 1(t)

)
+ . . .

. . .+ a0
(
Re

(
X̄pe

st
) · 1(t)

)
= Re

(
F̄ est

) · 1(t)

anRe
(
snX̄pe

st
) · 1(t) + an−1Re

(
sn−1X̄pe

st
) · 1(t) + . . .

. . .+ a0
(
Re

(
X̄pe

st
) · 1(t)

)
= Re

(
F̄ est

) · 1(t)

Re
(
(ans

n + an−1s
n−1 + . . .+ a0)X̄pe

st
) · 1(t) = Re

(
F̄ est

) · 1(t)
(7.10)
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Figura 7.6: Rete elementare

X̄p =
F̄

ansn + an−1sn−1 + . . .+ a0
(7.11)

Per meglio comprendere il signi�cato dell'espressione (7.11) si con-
sideri la rete semplice di Figura 7.6 dove l'ingresso vg(t) è di tipo
cissoidale vg(t) = Re

(
V̄ge

st
) · 1(t). L'equazione di stato risolutiva è

indicata in (7.12).

LpiL +RiL = vg (7.12)

Se si sostituisce in (7.12) l'espressione dell'ingresso e della solu-
zione particolare (in questo caso essendo la soluzione una corrente si
è indicato il fasore X̄p come Īp) come indicato in (7.13) si ottiene
la relazione notevole (7.14) dove il termine Z̄(s) prende il nome di
impedenza generalizzata.

LRe
(
Īpe

st
) · 1(t) +RRe

(
Īpe

st
) · 1(t) = Re

(
V̄ge

st
) · 1(t)

Re
(
(Ls+R)Īpe

st
) · 1(t) = Re

(
V̄ge

st
) · 1(t)

(7.13)

Īp =
V̄g

Ls+R
=

V̄g

Z̄(s)
(7.14)

Il risultato espresso da (7.14) può essere esteso a reti più complesse
dotate di un unico ingresso di tipo cissoidale (per reti con più ingres-
si varrà il principio di sovrapposizione) ed in particolare è possibile
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ottenere rapidamente l'integrale particolare risolvendo la rete simbo-
lica equivalente ottenuta sostituendo agli induttori, il bipolo sL e ai
condensatori, il bipolo 1/(sC).

7.7 Sull'integrale dell'omogenea associata
Per ricavare l'integrale dell'omogenea associata occorre risolvere l'e-
quazione algebrica caratteristica indicata nella (7.15) nell'incognita
z. Se le n radici z1, z2, . . ., zn sono distinte reali o complesse coniu-
gate, l'integrale generale dell'omogenea associata si pone nella forma
indicata nella (7.16), in cui ad ogni coppia di radici complesse coniu-
gate, del tipo z̄k = αk ± jβk corrisponderà una oscillazione del tipo
eαkt cos(βkt+ φk). Le costanti di integrazione An, φn vengono indivi-
duate imponendo alla soluzione completa le n condizioni iniziali della
variabile di stato x e le sue derivate successive �no a quella di ordine
n− 1 all'istante t = 0+.

anz
n + an−1z

n−1 + . . .+ ao = 0 (7.15)

xt(t) = [A1e
z1t+A2e

z2t+Ake
αk cos(βk +φk) . . .+Ane

znt] ·1(t) (7.16)

Se le radici non sono distinte ma tra di esse vi è una radice mul-
tipla di ordine m allora a questa radice corrisponde nella (7.16) un
termine del tipo indicato nella (7.17) (che introduce m costanti di
integrazione).

(B1 +B2t+ . . .+Bmt
m−1)ezmt · 1(t) (7.17)

In merito all'integrale dell'omogenea associata valgono le seguenti
osservazioni.

• Un sistema �sico rappresentabile con una rete normale è intrinse-
camente stabile e cioè se viene meno l'ingresso esso evolve verso
lo stato di quiete con stato nullo. A questa caratteristica �sica
deve corrispondere il fatto che se si pone f(t) = 0 (ingresso nullo
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e di conseguenza è nullo l'integrale particolare), allora il limite
per t → ∞ di xt deve essere nullo. La condizione ora indicata
comporta che le radici zj se sono reali devono essere negative e
se sono complesse coniugate devono avere parte reale negativa.
Si può dimostrare che a�nchè sia rispettata questa proprietà oc-
corre che i segni dei diversi termini dell'equazione algebrica siano
uguali (tutti positivi o tutti negativi). Questo comportamento
giusti�ca per la soluzione xt il nome di soluzione transitoria e,
analogamente, quello di soluzione di regime per l'integrale par-
ticolare xp. Si osservi che quanto detto ha un ben preciso signi-
�cato energetico: non è possibile che in una rete abbandonata
a se stessa senza generatori le grandezze continuino ad evolvere
nel tempo senza mai annullarsi in quanto nulla genera l'energia
che viene dissipata nei resistori.

• Le radici zj, dovendo essere il prodotto zjt adimensionale, han-
no la dimensione [s−1] e prendono il nome di pulsazioni proprie
del sistema �sico rappresentato dalla rete. Dal momento che ogni
termine della soluzione transitoria, del tipo xj = Aje

zjt, presenta
l'andamento temporale indicato in Figura 7.7b e diviene minore
dell'un per mille del valore iniziale quando è trascorso un tempo
pari a cinque costanti di tempo (e−5 < 0.001), ne consegue che
la più piccola delle pulsazioni proprie dà una misura ingegneri-
stica della durata del transitorio (la corrispondente radice zm, di
modulo minimo, si dice radice dominante). La conoscenza, vice-
versa, della pulsazione propria maggiore è utile nella scelta del
passo per l'integrazione numerica dell'equazioni di stato (metodo
da usare nel caso di ingressi non riconducibili ad una sinusoide
generalizzata oppure nel caso di reti non lineari).

• Derivando una delle funzioni xi si ottiene quanto è indicato nella
(7.18) che comporta che l'inverso delle pulsazione propria (co-
stante di tempo) è calcolabile gra�camente come è indicato nella
Figura 7.7: la lunghezza del segmento AB che si ottiene dall'in-
tersezione della tangente alla curva in un generico punto tj con
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Figura 7.7: Tipico andamento temporale delle funzioni componenti la soluzione
transitoria: a) nel caso di radice reale negativa; b) nel caso di radici complesse
coniugate

l'asse delle ascisse è di lunghezza costante e pari alla costante di
tempo.

pxj = p(Aje
−t/Tj) = −Aj

Tj
e−t/Tj = −xj

Tj
(7.18)

7.8 Esempi applicativi
Verrano proposti in questo paragrafo alcuni esempio applicativi relati-
vi la soluzione di transitori elettrici descritti da equazioni di�erenziali
del primo ordine (quindi con la presenza nel circuito di un solo indut-
tore o condensatore). Per circuiti di questo tipo la soluzione può essere
calcolata molto semplicemente analizzando in maniera opportuna la
rete elettrica.

7.8.1 Transitorio con ingressi costanti
Si consideri il circuito di Figura 7.8, dove si voglia determinare l'an-
damento nel tempo della corrente che circola nell'induttore a seguito
della chiusura dell'interruttore S. L'equazione che governa il transito-
rio è la (7.19) e la soluzione può essere espressa nella forma (7.20) che
presenta l'andamento indicato in Figura 7.9.
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Figura 7.8: Circuito in regime transitorio

Figura 7.9: Andamento della corrente nell'induttore

V = Ri+ L
di

dt
(7.19)

i(t) = [i(0+)− i(∞)]e−t/τ + i(∞) (7.20)
I passi da seguire per ottenere la (7.20) sono i seguenti:

• Calcolo della grandezza di stato all'istante iniziale, i(0+). Nell'i-
potesi che il circuito sia regime prima dell'esecuzione della mano-
vra, tale valore può essere ottenuto risolvendo all'istante t = 0−

la rete ottenuta sostituendo all'induttore, un corto circuito (es-
sendo gli ingressi stazionari) ed imponendo poi la continuità dello
stato i(0+) = i(0−).

• Calcolo della soluzione di regime, i(∞), risolvendo la rete che si
ottiene dopo la manovra di chiusura dell'interruttore, sostituendo
all'induttore, un corto circuito.
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• Calcolo della costante di tempo τ . Il valore della costante di tem-
po con cui evolve il transitorio può essere ottenuta come rapporto
tra il valore di induttanza L e un opportuno valore di resisten-
za Req (τ = L/Req). Il valore della resistenza Req è pari alla
resistenza equivalente di Thevenin vista dai morsetti dell'indut-
tore, dopo che la manovra di chiusura dell'interruttore è stata
e�ettuata.

I passi elencati in precedenza si possono estendere a reti più comples-
se (ma sempre con un unico elemento passivo) e alla determinazio-
ne dell'andamento di grandezze di rete che non siano di stato che,
naturalmente, presentano l'andamento indicato in (7.20).

Più in generale, la procedura per la determinazione dell'andamento
di una grandezza di rete in regime transitorio con ingressi stazionari,
si può riassumere nei seguenti passi.

• Calcolo del valore assunto della grandezza di stato (tensione sul
condensatore, corrente nell'induttore) all'istante t = 0−, risol-
vendo la rete a regime ottenuta quando non sia ancora stata
eseguita la manovra che ha causato il transitorio e sostituen-
do all'induttore un corto circuito ed al condensatore un circuito
aperto.

• Calcolo del valore della grandezza di interesse all'istante t =
0+. Nel caso sia una grandezza di stato si impone la continuità
vc(0

+) = vc(0
−), iL(0+) = iL(0−). Nel caso la grandezza non

sia di stato è necessario risolvere la rete che si ottiene, dopo aver
eseguito la manovra, sostituendo all'induttanza un generatore di
corrente i(0−) e al condensatore un generatore di tensione con
tensione v(0−) (in questo caso sono possibili discontinuità nel
passaggio tra 0− e 0+).

• Calcolo del valore di regime della grandezza di interesse (t = ∞)
risolvendo la rete che si ottiene, a manovra eseguita, sostituen-
do all'induttore un corto circuito ed al condensatore un circuito
aperto.
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• Determinazione della costante di tempo come prodotto/rapporto
tra la capacità/induttanza del condensatore/induttore ed il va-
lore della resistenza equivalente di Thevenin vista ai morset-
ti del condensatore/induttore dopo aver eseguito la manovra
(τ = ReqC oppure τ = L/Req).

7.8.2 Transitorio con ingressi sinusoidali
Si consideri ancora il circuito di Figura 7.8, dove si voglia determina-
re l'andamento nel tempo della corrente che circola nell'induttore a
seguito della chiusura dell'interruttore S. In questo caso si supponga
che il generatore di tensione presenti un andamento nel tempo di tipo
sinusoidale vg =

√
2V sin(ωt+ α).

L'equazione di�erenziale del transitorio è indicata in (7.21).
√

2V sin(ωt+ α) = Ri+ L
di

dt
(7.21)

L'integrale dell'omogenea associata e l'integrale particolare (solu-
zione di regime, determinabile risolvendo la rete utilizzando le op-
portune grandezze fasoriali e poi ritornando nel dominio temporale)
assumono le forme indicate in (7.22)-(7.23).

it = Ae−
R
L t (7.22)

ip =

√
2V√

R2 + ω2L2
sin(ωt+ α− arctan

ωL

R
) (7.23)

Il valore della costante di integrazione A si ottiene imponento alla
soluzione completa i = it+ip la condizione iniziale di induttore scarico
i(0+) = 0 come indicato in (7.24).

0 = A+

√
2V√

R2 + ω2L2
sin(α− arctan

ωL

R
) (7.24)



Capitolo 8

Legge dell'induzione
elettromagnetica

8.1 Introduzione

Nei Capitoli precedenti si sono analizzati i fenomeni elettromagneti-
ci, modellando i sistemi elettrici attraverso bipoli che potevano essere
individuati da misure ai morsetti. Si sono quindi utilizzate leggi fa-
cilmente manipolabili come le LKT e LKC e legami alla porta dei
bipoli (LC - legami costitutivi), derivati dalle più generali equazioni
di Maxwell, che hanno consentito di studiare il comportamento dei
circuiti in condizione di regime e transitoria. Per comprendere meglio
il funzionamento delle macchine elettriche e dei fenomeni coinvolti
nella trasformazione elettromeccanica dell'energia conviene approfon-
dire ulteriormente i fenomeni che coinvolgono le cariche elettriche in
movimento.

A tal proposito, si ricorda che lo studio dei fenomeni legati alle
cariche elettriche in movimento all'interno dei materiali richiede l'in-
troduzione di ulteriori campi vettoriali (oltre al campo elettrico ~E e
di induzione dielettrica ~D), il campo magnetico ~H e il campo di in-
duzione magnetica ~B. Il legame tra i due campi è indicato in (8.1),
dove il coe�ciente µ prende il nome di permeabilità magnetica. La
rappresentazione della curva nel piano B−H del legame espresso dal-
la (8.1) e ad esempio rappresentato in Figura 8.1, prende il nome di
caratteristica di magnetizzazione. Se la caratteristica viene tracciata

111
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Figura 8.1: Caratteristiche di magnetizzazione

utilizzando un provino di materiale mai sottoposto a campi magnetici,
si parla di caratteristica di prima magnetizzazione.

~B = µ ~H (8.1)

8.2 Legge dell'induzione elettromagnetica
Si consideri un conduttore di resistenza R disposto nel piano co-
me è indicato a tratto continuo in Figura 8.2 ed alimentato, trami-
te un interruttore, da un generatore di tensione costante. Chiuso
l'interruttore 1, l'esperienza mostra quanto segue.

• Nel circuito circola una corrente i1(t) (misurata dall'amperome-
tro A) variabile nel tempo che genera un campo magnetico le cui
linee di forza, tangenti al vettore ~B, avvolgono la corrente essen-
do orientate con la regola del cavatappi (Figura 8.3). Il �usso
del vettore quindi entra dall'alto verso il basso (simbolo +) nel-
la super�cie delimitata dal conduttore che costituisce il circuito
di Figura 8.2, mentre esce dalla super�cie esterna al conduttore
(simbolo •).
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Figura 8.2: Il circuito oggetto di studio

Figura 8.3: Regola del cavatappi
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Figura 8.4: Transitorio di inserzione a) e disinserzione b)

• La corrente i1(t) perviene al valore di regime I = Vg/R (dove
R è la resistenza del circuito) seguendo un transitorio del tipo
indicato in Figura 8.4a (una curva esponenziale) e se ne conclude,
in base alla legge alle maglie, che �no a che la corrente cambia
nel tempo, essendo Vg−Ri1(t) > 0, nel circuito si manifesta una
tensione e(t), che si oppone al passaggio della corrente.

• Se ora si dispone un secondo conduttore, sagomato come il primo
ed a questo immediatamente adiacente (tratteggiato in Figura
8.2), ripetendo la precedente esperienza si trova che il voltmetro
V in Figura 8.2 segnala in questo conduttore la presenza di una
tensione variabile pari ad e(t); se poi il secondo conduttore viene
sagomato nel senso di realizzare N spire tutte strettamente ridos-
sate al primo conduttore allora il voltmetro segnala una tensione
pari a Ne(t).

• Se il circuito del secondo conduttore viene ristretto �no a ridurlo
ad una striscia sottile all'interno dell'area delimitata dal primo
conduttore oppure se il secondo conduttore viene allargato �no
ad assumere dimensioni LÀ l, si veda Figura 8.5, allora si trova
che la tensione nel secondo circuito diviene evanescente (e1 ≈ 0,
e2 ≈ 0).
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Figura 8.5: Misure ai morsetti

Una volta pervenuti alla corrente di regime se si chiude l'interruttore
2 e si apre l'interruttore 1, l'esperienza mostra quanto segue.

• La corrente nel primo conduttore si annulla con legge esponenzia-
le (si veda la Figura 8.4b) e cioè (in base alla legge alle maglie)
nel circuito è presente una tensione e(t) = Ri1(t) (che agisce
in verso opposto a quella precedente) che si annulla quando la
corrente è pervenuta al valore nullo di regime (la tensione, a
di�erenza del caso precedente, agisce nel senso di mantenere la
corrente nel circuito).

• Nel secondo conduttore, quello tratteggiato in Figura 8.2, il volt-
metro segnala una tensione, negativa, pari ad e(t).

Le esperienze ora descritte portano ad attribuire l'insorgere di una
tensione variabile in un circuito al fatto che esso concatena un �usso
magnetico variabile nel tempo. Questa è infatti la grandezza in co-
mune tra i due circuiti di Figura 8.2. Tale grandezza risulta ampliata
proporzionalmente al numero di spire del secondo circuito e ridotta
per e�etto delle variazioni dell'area del secondo circuito. Un altro
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Figura 8.6: Circuito equivalente agli e�etti dei transitori elettrici

modo per esprimere i risultati descritti consiste nell'a�ermare (usan-
do il linguaggio di M.Faraday, che mise a punto l'esperimento) che
l'elettricità genera magnetismo ed il magnetismo genera elettricità.

La formulazione matematica della legge dell'induzione elettroma-
gnetica che lega il �usso concatenato da un circuito alla tensione che
in esso viene indotta (quando si adoperino le convenzioni di misu-
ra indicate nella Figura 8.2) è dovuta a J.C.Maxwell. La legge in
questione, detta anche legge di Faraday-Maxwell, è quella presentata
nella (8.2), dove ψ è il �usso totale concatenato dal circuito, misurato
in Weber [Wb = V · s].

e =
dψ

dt
(8.2)

Conviene a questo punto ri�ettere anche sul nome da assegnare
alla grandezza e descritta dalla legge di (8.2). In proposito si osserva
che, collegato il circuito tratteggiato di Figura 8.2 ad un resistore, in
questo, per e�etto della circolazione della corrente, si dissipa energia
e questa, dato che nel secondo circuito non vi è alcuna fonte energe-
tica, non può che esser trasferita dal primo circuito tramite il campo
magnetico variabile. Se si conviene di chiamare forza elettromotri-
ce (abbreviato nel seguito con f.e.m.) ogni grandezza, omogenea con
una tensione, che moltiplicata per la corrente presente in un circuito
esprime la potenza scambiata con sistemi �sici interagenti non elet-
trici (con questa de�nizione la tensione che la pila Daniell presenta
quando non eroga corrente è una f.e.m.) allora la grandezza espressa
dalla legge di Faraday-Maxwell potrà ragionevolmente chiamarsi for-
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za elettromotrice indotta (in luogo di tensione indotta, che è un'altra
denominazione compatibile).

Con riferimento alle Figure 8.2-8.5 si osserva che il campo magneti-
co è generato dalla corrente presente nella spira (circuito 1) alimentata
dalla pila e che, in base alla esperienza di Ampère, l'induzione ~B in
ogni punto del campo è proporzionale alla corrente i1. Ne consegue
che il �usso ψ11 (dell'induzione magnetica ~B) generato da i1 e con-
catenato con il circuito 1 è proporzionale alla corrente. Si chiama
autoinduttanza del circuito 1 il rapporto L11 = ψ11/i1. Il parametro
autoinduttanza consente di descrivere i fenomeni relativi al circuito 1
con il circuito equivalente di Figura 8.6.

Anche il circuito 2 (quello tratteggiato nelle due �gure) concatena
un �usso ψ21 generato dalla corrente i1, proporzionale a tale corrente
e funzione della disposizione spaziale di tale circuito. Si chiama mu-
tua induttanza (il primo indice è quello del circuito che concatena il
�usso, il secondo indice è quello del circuito in cui circola la corrente
che genera il campo) il rapporto L21 = ψ11/i1. Avvalendosi di tali
parametri la legge dell'induzione elettromagnetica per i circuiti 1 e
2 si scrive come è precisato nella (8.3) quando tutte le grandezze in
gioco siano misurate come è indicato nella Figura 8.2.

e11 = L11pi1

e21 = L21pi1

(8.3)

8.2.1 Esempi applicativi

Verranno ora presentati alcuni esempi applicativi al �ne di evidenziare
meglio le proprietà espresse in precedenza della legge dell'induzione
elettromagnetica.

Si considerino i sistemi indicati in Figura 8.7 e si vogliano calcolare
le indicazioni dei voltmetri, positive nel verso indicato.

La determinazione di tali indicazioni equivale al calcolo della f.e.m.
indotta nelle spire con le direzioni indicate in Figura 8.7 ed in partico-
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(a)

(b)

Figura 8.7: Spire elementari

lare si utilizzerà la relazione (8.4) nel caso di Figura 8.7a e la relazione
(8.5) nel caso di Figura 8.7b.

e = −dϕ
dt

(8.4)

e =
dϕ

dt
(8.5)

In generale, se il verso positivo della misura della f.e.m. coincide
con il verso positivo per la misura di corrente individuato dalla re-
gola del cavatappi, allora si dovrà utilizzare la ( in questa pagina),
viceversa la (8.5).

Si consideri ora il sistema rappresentato in Figura 8.8 costituito
da una spira rotante a velocità angolare ω costante, immersa in un
campo di induzione magnetica ~B(t) distribuito in maniera uniforme
nello spazio, ma di modulo variabile nel tempo.

Il �usso concatenato con la spira può essere calcolato come indicato
in (8.6), osservando che la direzione di ~B rimane costante nel tempo
(per ipotesi).
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Figura 8.8: Spira rotante

ψ =
∫

S
~B(t) · ~ndS = B(t)S cos(ωt) (8.6)

La f.e.m. indotta può essere dunque calcolata come indicato in
(8.7).

e =
dψ

dt
=
dB

dt
S cos(ωt)− ωBS sin(ωt) = et + em (8.7)

Analizzando la forma della (8.7) si può notare come la f.e.m. totale
si composta da due termini: un termine et presente solo se il valore
di B varia nel tempo ed un termine em presente solo se la velocità di
rotazione della bobina non è nulla. Più in generale, la f.e.m indotta in
una bobina conviene scomporla in un termine et, che prende il nome
di f.e.m. trasformatorica, dovuto a variazioni di �usso determinate da
variazioni di intensità dei campi magnetici non imputabili a variazioni
geometriche del sistema ed in un termine em, che prende il nome di
f.e.m. mozionale, dovuto a variazioni di �usso imputabili a variazioni
geometriche del sistema.
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8.3 I circuiti magnetici
I legami espressi dalle (8.3) hanno validità solo nel caso in cui il
rapporto ψ/i rimanga costante per ogni valore di �usso e corrente.
Questa approssimazione è vera solo se il campo magnetico si svolge
in materiali dalle caratteristiche opportune. In questo Paragrafo si
analizzeranno i tipici materiali in cui si svolge il campo magnetico
evidenziando le procedure che consentono il calcolo delle grandezze
magnetiche.

Per studiare le proprietà magnetiche di un materiale conviene rea-
lizzare un provino della forma indicata in Figura 8.9, ottenuto per
rotazione di un cerchio (o di un rettangolo) di raggio r ¿ R (lun-
ghezza l) attorno ad un asse n − n. Sul provino si avvolgono poi N
spire di materiale conduttore uniformemente serrate1.

Se si alimenta l'avvolgimento con un generatore di tensione co-
stante tale da iniettare una corrente I costante nell'avvolgimento, si
può constatare che il campo magnetico è delimitato dalle pareti del
toroide che costituisce dunque un tubo di �usso per il vettore indu-
zione magnetica ~B. All'interno del toroide le linee di forza del cam-
po magnetico sono circonferenze con centro sull'asse di rotazione ed
orientate secondo la legge del cavatappi ed Il campo è con buona ap-
prossimazione uniforme ( ~B ha il medesimo modulo in qualsiasi punto
del cerchio generatore del toroide).

8.3.1 Proprietà magnetiche dei materiali
Utilizzando il sitema descritto nel precedente paragrafo è possibile
individuare alcune proprietà magnetiche intrinseche dei materiali. In
base a tali proprietà si evidenziano le seguenti tipologie di materiali.
• I materiali non magnetici (isolanti magnetici) che presentano
una caratteristica di magnetizzazione lineare, la cui pendenza è
in pratica uguale per tutti i materiali di questa categoria e pari
alla permeabilità magnetica dell'aria µo = 4π · 10−7 [H/m], si
veda Figura 8.10.

1Un dispositivo di questo tipo prende il nome di permeametro.
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Figura 8.9: Provino di forma toroidale

Figura 8.10: Caratteristica di magnetizzazione di un materiale non magnetico

• I materiali magnetici teneri che presentano una caratteristica di
prima magnetizzazione che assume l'aspetto indicato in Figura
8.11. La permeabilità varia tra un valore massimo dell'ordine
di 103 ÷ 104 volte la permeabilità magnetica dell'aria µo ed un
valore asintotico minimo per H →∞ pari a µo.
Per materiali di questo tipo se a partire da un qualsiasi punto
di funzionamento B, H sulla caratteristica di prima magnetiz-
zazione, si fa variare il campo magnetico tra ±H si trova che
il punto di funzionamento i sposta dalla caratteristica di prima
magnetizzazione descrivendo un ciclo di isteresi simmetrico i cui
elementi caratteristici sono: la posizione dei vertici del ciclo, il
punto di intersezione con l'asse delle ordinate che prende il nome
di induzione residua (Br) e il punto di intersezione con l'asse del-
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Figura 8.11: Cicli di isteresi di un materiale magnetico tenero

le ascisse che prende il nome di forza magnetica coercitiva Hc.
Per i materiali magnetici teneri la forza coercitiva Hc è molto
piccola e quindi l'area del ciclo di isteresi può essere trascura-
ta ed approssimare la caratteristica di magnetizzazione con la
caratteristica di prima magnetizzazione.

• I materiali magnetici duri che sono utilizzati principalmente per
la costruzione dei magneti permanenti e che presentano un ciclo
di isteresi come indicato in Figura, dove a di�erenza dei materiali
teneri, i valori di Br e Hc sono elevati (Br ≈ µoHc ≈ 1 [T]). Per
questi materiali la caratteristica nel primo e secondo quadrante
è sostanzialmente rettilinea con coe�ciente angolare pari a µo.

8.3.2 Reti magnetiche
I materiali magnetici teneri vengono solitamente lavorati in forma di
fogli di super�cie dell'ordine di qualche [m2] e spessori dell'ordine della
frazione di [mm]. I fogli vengono poi tranciati in forme utili (lamieri-
ni) per poterli impilare e serrare �no a realizzare nuclei magnetici del
tipo indicato nelle Figure .

Le con�gurazioni delle Figure 8.13-8.14 possono essere utilizzate
per creare induttori reali le cui prestazioni sono individuate dalla ca-
ratteristica di magnetizzazione e cioè dalla curva che lega il �usso φ
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Figura 8.12: Cicli di isteresi di un materiale magnetico duro

Figura 8.13: Induttore con nucleo a �colonna�
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Figura 8.14: Induttore con nucleo a �mantello�

del vettore ~B alla corrente I che circola nell'avvolgimento nell'ipotesi
che l'induzione ~B sia legata al campo magnetico ~H dalla caratteristica
di prima magnetizzazione. Normalmente tale calcolo viene eseguito,
in prima approssimazione, assumendo che le linee di forza di ~B sia-
no chiuse attorno alla corrente che lo genera, orientate secondo la
regola del cavatappi e limitate esclusivamente all'area dei materiali
magnetici. La metodologia utilizzata nella determinazione di tale ca-
ratteristica di magnetizzazione richiede sicuramente la risoluzione di
circuiti magnetici come quello indicato in Figura 8.15 con due obiettivi
principali:

• individuare il �usso magnetico φ in ogni tronco e il lavoro del
campo magnetico ~H lungo l'asse dei singoli tronchi, quando sia
assegnata una corrente I che percorra la bobina;

• individuare la corrente I necessaria a conseguire un determinato
�usso all'interno del circuito.

Le leggi che si utilizzano nella risoluzione dei circuiti magnetici
sono analoghe a quelle dei circuiti elettrici come viene nel seguito
precisato.

• Legge di Kirchho� delle correnti magnetiche: dal momento che
le linee di forza di induzione magnetica ~B sono chiuse, è nullo il
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Figura 8.15: Circuito magnetico

�usso di ~B attraverso una super�cie chiusa S (nodo magnetico)
come precisato dalla (8.8). La (8.8) può essere particolarizzata
nella (8.9) dove si precisa che è nulla la somma dei �ussi attra-
verso le super�ci Σ1, Σ2, . . ., Σn in cui può essere suddivisa la
super�cie S.

∫

S
~B · ~ndS = 0 (8.8)

∑

k

ψk =
∑

k

∫

Σk

~B · ~ndΣk = 0 (8.9)

• Legge di Kirchho� delle tensioni magnetiche: il lavoro del campo
magnetico lungo una linea chiusa orientata L è pari alla somma
delle correnti concatenate alla linea, si veda la (8.10). Se si de-
�nisce tensione magnetica il lavoro di ~H lungo una linea aperta
Γ, la stessa legge si enuncia dicendo che la somma delle tensioni
magnetiche valutate sui successivi tratti di linea orientata Γ1,
Γ2, . . ., Γn in cui può essere scomposta L è pari alla somma delle
correnti concatenate come indicato in (8.11). Nel caso di una
singola bobina, nell'ipotesi che sia percorsa da una corrente uni-
forme I, la corrente totale It può essere espressa in funzione del
numero di spire N che la compongono, It = NI

∮

L
~H · d~l =

∑

k

Ik = It (8.10)
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∑

k

Uk =
∑

k

∫

Γk

~H · d~lk =
∑

k

Ik (8.11)

• Legame costitutivo: per ogni tronco di tubo di �usso di area
A (non direttamente concatenato ad una corrente elettrica, ad
esempio il tronco DA nella Figura 8.15) vale la (8.12) dove Θ
prende il nome di riluttanza del tronco (con unità di misura
[H−1]. L'inverso della riluttanza si chiama permeanza Λ e si
misura in [H].

∫

Γ
~H · d~l = U =

∫

Γ

BA

µA
dl = φ

∫

Γ

1

µA
dl = φΘ (8.12)

U = Θφ Θ =
1

µ

l

A
Λ =

1

Θ
= µ

A

l

Per l'evidente analogia con le corrispettive relazioni elettriche, l'in-
sieme dei legami magnetici evidenziati si può rappresentare con la re-
te di Figura 8.16, in cui le riluttanze sono state rappresentate con il
medesimo simbolo delle resistenze, mentre la corrente elettrica totale
It = NI che genera i �ussi magnetici è stata rappresentata con il sim-
bolo di un generatore di tensione, in accordo con l'equazione (8.11).
In prima approssimazione è possibile ridurre il circuito di Figura 8.16
nel circuito di Figura 8.17, trascurando le riluttanze dei tronchi in
materiale ferromagnetico (considerando cioè µfe = ∞).

La caratteristica di magnetizzazione φ(It) degli induttori rappre-
sentati nelle Figure 8.13-8.14, può essere quindi ottenuta con la se-
guente procedura:

• Si �ssa l'induzione B nel tronco in aria, si calcola il �usso φ =
BA e la tensione magnetica Uo = Θoφ.

• L'induzione nei tronchi in ferro a�acciati al traferro è (con buona
approssimazione) la stessa di quella del tronco in aria per modo
che si può ottenere il valore del campo magnetico H = H(B)
utilizzando la caratteristica di magnetizzazione del materiale.
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Figura 8.16: Rete magnetica equivalente del sistema di Figura 8.15

Figura 8.17: Rete magnetica sempli�cata
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Figura 8.18: Caratteristica di magnetizzazione

• Si calcola la tensione magnetica Ufe = Θfeφ dei tronchi in ferro.

• Si calcola la corrente totale NI = Ufe + Uo necessaria a creare
il �usso φ.

La caratteristica di magnetizzazione ottenuta presenta la forma indi-
cata in Figura 8.18 in cui è stato rappresentato anche l'andamento
del parametro induttanza L = φ(I)/I.

8.4 Auto e mutue induttanze
Si consideri ora il circuito costituito da spire di materiale conduttore,
quadrate di lato ortogonale al piano del foglio, tra loro sovrapposte
con sezione trasversale mediana del tipo in Figura 8.19 e si vogliano
studiare gli e�etti reciproci che si manifestano quando le due bobine
siano percorse da corrente. Come già accennato nel Paragrafo 8.2 il
fenomeno può essere descritto introducento i parametri di auto e mu-
tua induttanza del sistema. In questo paragrafo saranno approfondite
le procedure di calcolo di tali parametri e le loro proprietà.

Si supponga che gli avvolgimenti in questione siano posti in pre-
senza di materiali magnetici a permeabilità costante e che sia alimen-
tato solo la bobina N1. Questo avvolgimento, quando sia percorso
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Figura 8.19: Le due bobine oggetto di studio

da una corrente (nel verso indicato in Figura 8.19), genera un campo
di induzione magnetica ~B le cui linee di forza possono esser valutate
sperimentalmente o mediante integrazione delle equazioni di Maxwell
del campo elettromagnetico. Ad esempio, per integrazione delle equa-
zioni di Maxwell, si trova che le linee di forza del vettore ~B, orientate
secondo la regola del cavatappi, concatenano le correnti rispettando
gli assi di simmetria del disegno con l'andamento evidenziato nella
Figura 8.20 (il disegno, per ragioni di simmetria, è stato limitato ad
un quarto della super�cie di Figura 8.19).

Si considerino ora i tubi di �usso delimitati da due linee di forza
successive e di altezza unitaria in direzione ortogonale al disegno: il
�usso di tali tubi concatena in modo non uguale le diverse spire. Il
�usso totale ψ11 concatenato con l'avvolgimento di N1 spire e genera-
to dalla corrente i1 che le percorre (qui e nel seguito ci si riferirà nei
calcoli alla unità di lunghezza della bobina in direzione ortogonale al
foglio) si può calcolare come è indicato in (8.13) e cioè come somma
estesa alle N1 spire del �usso concatenato con la spira j-esima dell'av-
volgimento 1. Si noti che nella (8.13) il �usso ∆ϕk del generico tubo
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Figura 8.20: Andamento dei tubi di �usso

sarà presente in numero pari alle spire che il tubo stesso concatena
(dalla de�nizione stessa di �usso concatento). Un modo equivalente
per esprimere il calcolo del �usso concatenato consiste, quindi, nel va-
lutare per ogni tubo di �usso, il prodotto del �usso ∆ϕk del tubo per
il numero di spire Nk1 concatenate e nel sommare questi contributi tra
di loro. Si ottiene dunque la relazione (8.14) in cui la sommatoria è
estesa agli tubi di �usso presenti nel disegno del campo (il coe�ciente
moltiplicativo 2 ricorda che, appoggiandosi al disegno del campo di
Figura 8.20, occorre considerare anche il contributo dei tubi a sinistra
dell'asse di simmetria).

ψ11 =
N1∑

j=1
ψj1 (8.13)

ψ11 = 2
∑

k

N1k∆ϕk (8.14)

Il calcolo espresso dalla (8.14) consente di raccordare il �usso con-
catenato alla corrente che percorre le spire dell'avvolgimento. Infatti,
il �usso ∆ϕk in ogni tubo è correlato alla forza magnetomotrice N1ki1
che lo genera attraverso la relazione (8.15) in cui Θk è la riluttanza



8.4. AUTO E MUTUE INDUTTANZE 131

del tubo di �usso. Sostituendo la (8.15) nella (8.14) si ottiene per
il �usso concatenato la (8.16) che consente di dare alla nozione di
autoinduttanza L11 il signi�cato �sico indicato nella (8.17) e di pre-
cisare la nozione di permeanza equivalente Λ11 agli e�etti del �usso
concatenato. In e�etti la (8.17) indica che eventuali concatenamenti
parziali si traducono in opportune scalature delle riluttanze del tubo
di �usso, mentre per il calcolo dell'autoinduttanza si ipotizza il con-
catenamento totale (la permeanza equivalente è infatti moltiplicata
per N 2

1 ).

∆ϕk =
N1ki1
Θk

(8.15)

ψ11 = 2
∑

k

Nk1
Nk1i1
Θk

= i12
∑

k

N 2
k1

Θk
= i1L11 (8.16)

L11 =
ψ11

i1
= 2

∑

k

N 2
k1

Θk
= 2

N 2
1

N 2
1

∑

k

N 2
k1

Θk

= N 2
1

∑

k

2

(
Nk1

N1

)2 1

Θk
= N 2

1Λ11 (8.17)

Conviene osservare che l'autoinduttanza è un parametro (sempre
positivo con i criteri di calcolo prima indicati) che dipende solo dalla
geometria dell'avvolgimento e dalla permeabilità del mezzo in cui si
svolge il campo.

La f.e.m. indotta nell'avvolgimento per e�etto delle correnti che lo
percorrono si può quindi scrivere (come già indicato in precedenza)
nella forma corrispondente alla (8.18).

e11 =
dψ11

dt
= L11

di1
dt

(8.18)

Si supponga ora di immergere un avvolgimento con numero di spi-
re N2 nel campo magnetico generato dal precedente avvolgimento e
si convenga di misurare le correnti nel secondo avvolgimento positi-
vamente come è indicato in Figura 8.19, si convenga ancora che la
normale ~n2 alla super�cie de�nita dal bordo della singola spira, sia
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orientata come avanza la punta di un cavatappi che ruota secondo il
verso convenzionale positivo della corrente e si misurino i �ussi con-
catenati con la singola spira assumendo il verso della normale ora
indicata. Avvalendosi del disegno di Figura 8.20, il calcolo del �us-
so ψ21, concatenato con la bobina 2 e generato dalla corrente nella
bobina 1, si conduce come è indicato nella (8.19) e cioè come som-
matoria estesa alle spire del �usso concatenato con la singola spira
dell'avvolgimento 2.

ψ21 =
N2∑

j=1
ψj2 (8.19)

Anche in questo caso si può osservare che nella sommatoria il ge-
nerico �usso ∆ψk del tubo k compare tante volte quante sono le spire
del secondo avvolgimento Nk2 abbracciate dal tubo stesso. Ne con-
segue che un secondo modo di calcolare il �usso concatenato ψ21 è
quello indicato in (8.20) dove la sommatoria è estesa ai tubi di �usso
generati dal primo avvolgimento che avvolgono almeno una spira del
secondo avvolgimento. Se ora si considera il legame tra il �usso in un
tubo e la forza magnetomotrice che agisce su tale tubo de�nito dalla
riluttanza del tubo si perviene alla (8.21), in cui Nk1 è il numero di
spire del primo avvolgimento concatenate con il �usso ∆ϕk, da cui si
può de�nire la mutua induttanza L21 come è indicato in (8.21).

ψ21 =
∑

k

Nk2∆ϕk (8.20)

ψ21 =
∑

k

Nk2
Nk1i1
Θk

= L21i1 (8.21)

La mutua induttanza L21 si può elaborare come è indicato nella
(8.22) in cui si è introdotta la permeanza equivalente Λ21 agli e�etti
della mutua induttanza. Anche la mutua induttanza è un parametro
che dipende solo dalla geometria dei due avvolgimenti e dalla permea-
bilità del mezzo in cui si svolge il campo magnetico. Tale parametro,
a di�erenza dell'autoinduttanza, può anche essere negativo: se infatti
si fosse scelta per il secondo avvolgimento una convenzione di segno
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delle correnti (e quindi per la normale alla super�cie di ogni spira del
secondo avvolgimento) opposta a quella indicata in Figura 8.19 allora
i �ussi ∆ϕk sarebbero stati negativi ed altrettanto sarebbe avvenuto
per ψ21.

L21 =
ψ21

i1
= N1N2

∑

k

Nk1Nk2

N1N2

1

Θk
= N1N2Λ21 (8.22)

La f.e.m. indotta dal campo generato dalla corrente i1 nell'avvol-
gimento 2 si valuta a questo punto come è indicato nella (8.23).

e21 =
dψ21

dt
= L21

di1
dt

(8.23)

Tutti i ragionamenti ora fatti nella ipotesi di alimentare l'avvolgi-
mento 1 con la corrente i1 lasciando aperto l'avvolgimento 2 si possono
ripetere alimentando l'avvolgimento 2 con una corrente i2 e lasciando
aperto l'avvolgimento 1. In questo modo si può calcolare l'autoindut-
tanza L22 e la mutua induttanza L12. Nell'ipotesi che il mezzo in cui
si svolge il campo è normale, vale la sovrapposizione degli e�etti e nel
caso entrambi gli avvolgimenti fossero alimentati, i �ussi concatenati
totali ψ1 e ψ2 si possono calcolare in funzione delle correnti come è
indicato nella (8.24), le correnti in funzione dei �ussi come indicato
in (8.25) e le f.e.m. indotte si possono poi valutare come è indicato
nella (8.26).

ψ1 = L11i1 + L12i2

ψ2 = L21i1 + L22i1

(8.24)

i1 =
1

H
(L22ψ1 − L21ψ2)

i2 =
1

H
(L11ψ2 − L12ψ1)

H = L1L2 − L12L21 (8.25)
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e1 =
dψ1

dt
= L11

di1
dt

+ L12
di2
dt

e2 =
dψ2

dt
= L21

di1
dt

+ L22
di2
dt

(8.26)

Per quanto riguarda auto e mutue induttanze si possono eviden-
ziare le seguenti proprietà:
• Reciprocità delle mutue induttanze, L12 = L21 = M .
• Il prodotto delle autoinduttanze è maggiore o al limite uguale al
quadrato della mutua induttanza, H = L11L22 −M 2 ≥ 0

La prima proprietà si dimostra osservando che il mutuo induttore
stabilisce un legame univoco tra i �ussi concatenati ψ1, ψ2 e le cor-
renti i1, i2 e che l'energia elettrica elementare entrante ai morsetti è
accumulata nel campo sotto forma di energia magnetica. Tale ener-
gia elementare, quando la funzione sia intesa come funzione dei due
�ussi concatenati ψ1, ψ2, si deduce dalla (8.26) come è indicato nella
(8.27), dove l'ultimo termine delle relazioni scritte non è nient'altro
che la de�nizione del di�erenziale totale rispetto le due variabili ψ1 e
ψ2.

dWm(ψ1, ψ2) = e1i1dt+ e2i2dt =

= i1dψ1 + i2dψ2 = (8.27)

=
∂Wm

∂ψ1
dψ1 +

∂Wm

∂ψ2
dψ2

Dalla (8.27) si deduce che le correnti, intese come funzioni dei due
�ussi concatenati, rispondono alla (8.28).

i1 =
∂Wm

∂ψ1
i2 =

∂Wm

∂ψ2
(8.28)

Dal momento che la funzione energia è continua e derivabile deve
valere la proprietà indicata nella (8.29), da cui, utilizzando i lega-
mi espressi in (8.25), si ricava la (8.30) che dimostra la proprietà di
reciprocità.
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∂i1
∂ψ2

=
∂2Wm

∂ψ2ψ1
=

∂2Wm

∂ψ1∂ψ2
=

∂i2
∂ψ1

(8.29)

∂i1
∂ψ2

= −L21

H
=

∂i2
∂ψ1

= −L12

H
(8.30)

E' possibile a questo punto calcolare il di�erenziale dell'energia
immagazzinata nel campo magnetico del mutuo induttore a partire
dalle (8.24) e (8.27) come è indicato nella (8.31), da cui si deduce la
funzione energia indicata nella (8.32).

dWm = i1dψ1 + i2dψ2 =

= i1(L11di1 +Mdi2) + i2(Mdi1 + L22di2) = (8.31)

= d

(
1

2
L11i

2
1 +

1

2
L22i

2
2 +Mi1i2

)

Wm =
1

2
L11i

2
1 +

1

2
L22i

2
2 +Mi1i2 (8.32)

Per quanto riguarda in�ne il legame tra le autoinduttanze e la
mutua induttanza questo si deduce dal fatto che l'energia è per sua
natura una funzione positiva o al più nulla per qualsiasi coppia di
valori di correnti i1, i2. Ora l'energia indicata nella si può anche
descrivere con la funzione presentata nella (8.33).

Wm =
1

2
L11

(
i1 +

M

L11
i2

)2

+
1

2


L22 − M 2

L11


 i22 (8.33)

L11L22 −M 2 ≥ 0 h =

√√√√ M 2

L11L22
≤ 1 (8.34)

Dal momento che il primo termine della (8.33) è sempre positivo
o nullo altrettanto deve valere per il secondo termine, quindi deve
esser soddisfatta la condizione indicata nella (8.34). La proprietà ora
indicata si esprime dicendo che la quantità h, denominata coe�ciente
di accoppiamento, è minore o al limite uguale all'unità.
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Capitolo 9

Sistemi elettromeccanici elementari

9.1 Forze e sforzi nel campo magnetico

Si consideri il sistema rappresentato in Figura 9.1; l'esperienza mo-
stra che al termine del processo di magnetizzazione, che comporta
lo stabilirsi di un �usso ϕ costante nel nucleo dell'elettromagnete di
Figura 9.1, si manifesta una forza di attrazione costante tra le due
ancore dell'elettromagnete. Tale forza è calcolabile agevolmente con
riferimento alla ipotesi di alimentazione indicata in Figura 9.1 in cui
si è supposto che l'ancora superiore sia �ssa e che quella inferiore sia
mobile, ma tenuta ferma da una forza esterna F .

Si supponga infatti di dare uno spostamento dx nel senso di avvici-
nare le due ancore in un tempo dt. A tale deformazione si accompagna
una variazione della riluttanza del circuito magnetico, una variazione
dϕ del �usso nel circuito magnetico (essendo imposta la forza magne-
tomotrice NI), una variazione del �usso concatenato dψ = Ndϕ e
quindi una forza elettromotrice e = dψ/dt legata alla corrente ed alla
tensione ai morsetti del generatore, dalla (9.1).

v = RI +
dψ

dt
= RI +

d

dt
(LI) = RI + I

dL

dt
(9.1)

Le trasformazioni energetiche implicite nella (9.1) si evidenziano
moltiplicando primo e secondo membro per Idt come è indicato nella
(9.2): l'energia elettrica entrante elementare vIdt è pari alla somma

137
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Figura 9.1: Calcolo della forza nel campo magnetico

del lavoro perduto RI2dt e del lavoro ceduto ai sistemi interagenti
con il circuito elettrico I2dL.

vIdt = RI2dt+ I2dL (9.2)

D'altra parte per il principio di conservazione dell'energia espresso
in (9.3), il lavoro elementare ceduto ai sistemi �sici interagenti con
il circuito elettrico deve eguagliare la somma dell'incremento di ener-
gia magnetica accumulata nel sistema dWm e del lavoro meccanico
elementare Fdx ceduto alla porta meccanica.

I2dL = dWm + Fdx (9.3)

Dal momento cheWm = LI2/2, per I = cost, si ricava per la forza
l'espressione in (9.4)

F =
I2dL− dWm

dx
=
I2dL− I2dL/2

dx
=

1

2
I2dL

dx
(9.4)
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La legge dei circuiti magnetici indica poi che, trascurata la rilut-
tanza dei tronchi in ferro rispetto a quella dei tronchi in aria Θo, la
cui espressione ha la forma indicata in (9.5), si ottiene per la forza
l'espressione (9.6).

Θo =
1

µ0

2(x− xo)

A
L =

N 2

Θo
(9.5)

F = µ0
(NI)2

4(x− xo)2A (9.6)

E' possibile ora introdurre nella (9.6) la grandezza speci�ca Ho

(campo magnetico al traferro) osservando che, avendo trascurato la
riluttanza dei tronchi in ferro, vale la (9.7), dove la linea chiusa di
integrazione è l'asse del circuito magnetico tratteggiato in Figura 9.1.
Evidenziando il valore Ho nella (9.6) come indicato in (9.8) si ricava
in�ne l'espressione (9.9) che è di validità generale: lo sforzo di trazione
(pressione) che si manifesta sul ferro posto alla super�cie di separa-
zione tra ferro e traferro (di area 2A) è pari all'energia accumulata
per unità di volume del traferro.

∮
~H · d~l = 2(x− xo)Ho = NI (9.7)

F = µo


 NI

2(x− xo)




2

A = µoH
2
oA (9.8)

σ =
F

2A
=
µoH

2
oA

2A
= µo

H2
o

2
=
B2

2µo
(9.9)

Come ordine di grandezza il valore massimo di B che si riesce ad
ottenere nei circuiti ferromagnetici è dell'ordine di 1 [T ] (per e�et-
to della saturazione dei tronchi in ferro), ne consegue che, essendo
µo = 4π · 10−7 [H/m], gli sforzi di trazione che si manifestano sono
dell'ordine di σ = 400 [kN/m2]. In generale conviene ricordare che
ogni tubo di �usso del campo magnetico si comporta come un elastico
in stato di trazione con sforzo di trazione longitudinale e sforzi di com-
pressione laterale (trasmessi dagli elastici contigui) pari all'energia per
unità di volume.
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Figura 9.2: Calcolo della forza nel campo elettrico

9.2 Forze e sforzi nel campo elettrico

Le considerazioni che sono state fatte per l'elettromagnete generato
dalle correnti di Figura 9.1 si possono ripetere per il sistema di Figura
9.2 (in tutte le manifestazioni induttore e condensatore sono tra loro
duali ed il duale di energia e di pressione è ancora energia e pressione).
Si nota anche in questo caso che, tenendo ferma l'armatura superiore,
quella inferiore è soggetta ad una forza F che tende ad avvicinarla a
quella superiore. Il calcolo della forza si esegue con le stesse modalità
viste per il caso di Figura 9.1 pur di sostituire ad ogni parola quel-
la duale (energia magnetica/energia elettrica; induttanza/capacità;
tensione magnetica/tensione elettrica; forza magnetica/forza elettri-
ca; induzione magnetica/induzione dielettrica). Ne consegue che nel
campo elettrico gli elastici di Faraday sono sottoposti allo sforzo di
trazione indicato nella (9.10).

Gli sforzi realizzabili nel campo elettrico dipendono dalle limita-
zioni imposte dai materiali. In particolare occorre limitare il campo
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elettrico allo scopo di evitare scariche elettriche tra gli elettrodi di-
struttive per il materiale isolante interposto tra gli elettrodi stessi
(è limitata la rigidità dielettrica degli isolanti EM). Come ordine di
grandezza EM ≈ 107 [V/m]; essendo poi ε0 ≈ 10−11 [F/m], ne con-
segue che gli sforzi realizzabili nel campo elettrico sono dell'ordine di
σ ≈ 0.5 [kN/m2], nettamente inferiori al caso del campo elettroma-
gnetico. Per questo motivo le macchine elettriche verranno impostate
nel senso di sfruttare le forze e gli sforzi che si manifestano quando si
generino degli elettromagneti.

σ =
εoE

2

2
=
D2

2εo
(9.10)

9.3 La conversione elettromeccanica dell'energia
Si consideri il circuito di Figura 9.3, costituito da due binari metallici
�ssi sui quali può scorrere, idealmente senza attrito, un conduttore
mobile, non deformabile, azionato da un motore in grado di impri-
mergli la velocità con il verso indicato in Figura 9.3. Nell'ipotesi che
il circuito sia immerso in un campo magnetico e che l'induzione ma-
gnetica ~B sia in modulo costante e diretta ortogonalmente al piano
del disegno dall'alto verso il basso. Per e�etto del movimento, il cir-
cuito concatena un �usso crescente nel tempo ed è quindi sede di una
f.e.m. misurata positivamente dal voltmetro V.

La legge dell'induzione elettromagnetica consente di calcolare la
f.e.m. indotta e pur di eseguire la derivata indicata nella (9.12). Per
eseguire tale derivata, si veda la Figura 9.4, si considerino le con-
�gurazioni assunte dal circuito al tempo t ed al tempo t + ∆t e si
indichi con Σ1 = ABCD la super�cie che individua il �usso conca-
tenato al tempo t, con Σ2 = ABC ′D′ quella al tempo t + ∆t e con
Σ3 = CDC ′D′ la di�erenza tra tali super�ci. Il calcolo della deri-
vata comporta il limite indicato nella (9.13), dove la normale ~n alle
super�ci Σ è orientata come ~B. Ora poichè per ipotesi il campo di
induzione magnetica è indipendente dal tempo valgono le ugaglianze
indicate in (9.11) e ne consegue la relazione indicata in (9.15). Se ora
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Figura 9.3: Circuito elementare per la conversione elettromeccanica dell'energia

Figura 9.4: Calcolo della f.e.m.
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si orienta il versore della linea costituita dal conduttore mobile nel
verso della f.e.m. allora ~ndΣ3 = d~l ∧ ~u∆t, ed è così possibile trasfor-
mare l'integrale di super�cie in integrale di linea come è evidenziato
in (9.16).

~B(t+ ∆t) = ~B(t) = ~B (9.11)

e =
dψ

dt
= (9.12)

= lim
∆t→0

1

∆t

[∫

Σ2

~B(t+ ∆t) · ~ndΣ−
∫

Σ1

~B(t) · ~ndΣ
]
= (9.13)

= lim
∆t→0

1

∆t

[∫

Σ2

~B · ~ndΣ−
∫

Σ1

~B · ~ndΣ
]
= (9.14)

= lim
∆t→0

1

∆t

∫

Σ3

~B · ~ndΣ (9.15)

e = lim
∆t→0

1

∆t

∫

Σ3

~B · ~ndΣ = lim
∆t→0

1

∆t

∫

Σ3

~B · d~l ∧ ~u∆t (9.16)

Dal momento che per il prodotto vettoriale misto vale la proprietà
indicata in (9.17), si perviene alla formulazione particolarmente uti-
le per le applicazioni presentata in (9.18) valida per il calcolo della
f.e.m di un conduttore di lunghezza l in moto a velocità ~u costante in
un campo di induzione magnetica ~B stazionario nel tempo e diretto
ortogonalmente al conduttore.

~B · d~l ∧ ~u = ~u ∧ ~B · d~l (9.17)

e =
∫

l
~u ∧ ~B · d~l = Blu (9.18)

Il risultato precisato in (9.18) può esser utilmente memorizzato
con la regola delle tre dita della mano destra: posto il pollice come
la velocità e l'indice come l'induzione, il medio dà il verso della f.e.m.
di valore e = Blu, si veda la Figura 9.5.

Si supponga ora di collegare ai morsetti AB del circuito di Figu-
ra 9.4 un resistore di resistenza R, si veda la Figura 9.6. In questo



144 CAPITOLO 9. SISTEMI ELETTROMECCANICI ELEMENTARI

Figura 9.5: Regola della mano destra

Figura 9.6: Generatore elettrico elementare
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Figura 9.7: Regola della mano sinistra

caso circolerà nel circuito una corrente i = e/R e vi sarà una poten-
za p dissipata costante pari a p = ei = Ri2. Dal momento che il
campo magnetico è stazionario e che nel circuito elettrico non vi è al-
cuna sorgente energetica tutta la potenza in questione dovrà derivare
dal motore meccanico che tiene in movimento il conduttore. Questo
comporta che appena si instaura la corrente i, in base al principio
di conservazione dell'energia, il sistema elettrico dovrà presentare al-
l'albero del sistema meccanico interagente una forza ~f che si oppone
al movimento e che il sistema meccanico, per mantenere invariata la
velocità, sviluppi una forza uguale ed opposta tale da soddisfare la
(9.19). Ne consegue per la forza l'espressione riportata in (9.20) che
può esser utilmente memorizzata con la così detta regola delle tre dita
della mano sinistra: posto l'indice indice come l'induzione ed il medio
come la corrente, il pollice dà la direzione della forza che il sistema
elettrico applica al sistema meccanico interagente, il cui modulo è
f = Bli, si veda la Figura 9.7.

ei = Blui = Ri2 = fu (9.19)

f = Bli (9.20)
La macchina ora individuata (generatore elettrico ideale o converti-

tore elettromeccanico ideale) è perfettamente reversibile. Si supponga
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Figura 9.8: Motore elettrico elementare

Figura 9.9: Schema attuatore ideale

infatti di alimentare il circuito collegando ai morsetti AB un generato-
re ideale che eroga una corrente I costante come è indicato in Figura
9.8 (positiva quindi se misurata in senso opposto a quello del caso
precedente). In questo caso la potenza è di segno opposto rispetto al
caso precedente e, per la conservazione dell'energia, questo richiede
che, a velocità costante, si sia invertita la forza che il conduttore mo-
bile applica al sistema meccanico interagente. Si è quindi realizzato
un motore elettrico che imprime al sistema meccanico una forza nella
direzione della velocità rispettando le precedenti equazioni.

Complessivamente il convertitore elettromeccanico ora individuato
e quelli che se ne deducono (a simmetria cilindrica o a disposizione li-
neare nel piano, come in Figura 9.8) è un doppio bipolo dotato di una
porta elettrica alla quale sono misurabili corrente e forza elettromo-
trice e di una porta meccanica alla quale sono misurabili forza (coppia
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Tabella 9.1: Legami attuatore ideale

Macchine lineari Macchine rotanti
e = ku e = kω
f = ki T = ki

nelle macchine a simmetria cilindrica) e velocità lineare (velocità an-
golare), si veda la Figura 9.9. Le equazioni che legano le grandezze
tra loro sono quelle individuate nella Tabella 9.1, che possono essere
facilmente dedotte dalla (9.20) e (9.18).
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Capitolo 10

Sistemi analoghi

10.1 Introduzione

Tra scienze diverse si possono stabilire analogie, quando si riscon-
tra che fenomeni diversi sono descrivibili con modelli matematici che
hanno la stessa struttura. Utili analogie, ad esempio, si possono ri-
scontrare tra il legami evidenziati dalla connessione di bipoli elettri-
ci e sistemi meccanici ideali a parametri concentrati oppure tra reti
elettriche e equazioni di scambio del calore.

10.2 Analogie meccaniche-elettriche

Nello studio delle proprietà di analogia tra sistemi elettrici e meccani-
ci, l'attenzione sarà concentrata esclusivamente su sistemi meccanici
in moto rotatorio, in quanto i più di�usi attuatori elettrici sono di
tipo rotatorio. In particolare, si possono introdurre i seguenti bipoli e
doppi bipoli meccanici ideali (i bipoli e doppi bipoli meccanici ideali
sono caratterizzati da un legame costitutivo che lega la coppia T al-
la velocità angolare Ω ai loro morsetti), per la simbologia si veda la
Tabella 10.1, prime due colonne.

149
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- momento di inerzia: T = J
dΩ

dt

- molla elicoidale: Ω = K
dT

dt

- smorzatore viscoso: T = HΩ

- generatore ideale di coppia: T = Tg ∀Ω

- generatore ideale di velocità: Ω = Ωg ∀T

- riduttore ad ingranaggi: Ω1/Ω2 = T2/T1 = h

- motore elettrico ideale: vmim = TΩ ed inoltre
vm = kΩ e T = kim

Tabella 10.1: Analogie Elettromeccaniche

Bipolo
meccanico

Legame
costitutivo

Bipolo
elettrico

Legame
costitutivo

Momento
di ineriza

T = JpΩ

Condensatore

i = Cpv
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Molla
elicoidale

Ω = KpT

Induttore

v = Lpi

Smorzatore
viscoso

T = HΩ

Conduttore

i = Gv

Generatore
di coppia

Tg = cost

Generatore
di corrente

ig = cost

Generatore
di angolare

Ωg = cost

Generatore
di tensione

vg = cost
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Riduttore
di velocità

Ω1/Ω2 =
T2/T1 = h

Transformatore
ideale

v1/v2 = i2/i1 =
h

Attuatore Ideale
vmim = TmΩm

Tm = kim vm = kΩm

La catena cinematica può essere così rappresentata, una volta as-
segnato ad ogni bipolo il corrispondente simbolo, mediante un grafo
connesso in cui ad ogni nodo è assegnata una velocità angolare (re-
lativa a quella del nodo di riferimento) e ad ogni ramo una coppia.
In base alle leggi di equilibrio delle coppie e di continuità del moto,
valgono per i circuiti meccanici le leggi di Kirchho� ai nodi ed alle
maglie: la somma delle coppie che agiscono in ogni nodo è nulla e
la somma degli incrementi di velocità lungo una maglia è nulla. E'
evidente a questo punto che introducendo i bipoli elettrici analoghi
a quelli meccanici indicati nell'ultima colonna della Tabella 10.1 si
potrà studiare il circuito meccanico avvalendosi del circuito elettri-
co analogo con il vantaggio di estendere ai circuiti meccanici tutte
le metodologie delle reti elettriche. Si noti che l'analogia vale anche
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(a) meccanico

(b) elettrico

Figura 10.1: Circuiti analoghi

per il moto lineare con le seguenti sostituzioni: coppia/forza; velocità
angolare/lineare; momento di inerzia/massa; molla elicoidale/lineare;
generatore di coppia/forza; generatore di velocità angolare/lineare. Si
ricorda in�ne che le proprietà di dualità dei circuiti elettrici valgono
anche per quelli meccanici per modo che esiste anche l'analogia duale
coppia/tensione, velocità/corrente che qui non viene discussa.

Vengono nel seguito riportati alcuni esempi del procedimento pro-
posto atti a ribadire l'utilità della analogia ora istituita. Per il circui-
to meccanico riportato nella Figura 10.1a vale l'equazione del moto
indicata nella (10.1) ed il circuito elettrico analogo di Figura 10.1b.

T = J
dΩ

dt
+

1

K

∫ t

0
Ωdt+HΩ (10.1)

Per il circuito di Figura 10.2a vale l'equazione (10.2), dal quale
riportando tutte le grandezze a monte del riduttore si deduce l'equa-
zione (10.3) ed il circuito analogo di Figura 10.2b.
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(a) meccanico

(b) elettrico

Figura 10.2: Circuiti analoghi
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(a) meccanico

(b) elettrico

Figura 10.3: Circuiti analoghi

T2 = hT1 = HΩ2 + J
dΩ2

dt
+ Tc (10.2)

T1 =
H

h2Ω1 +
J

h2

dΩ1

dt
+
Tc

h
(10.3)

Per il circuito di Figura 10.3a valgono le equazioni (10.4) ed il
circuito analogo di Figura 10.3b che consente di studiare il sistema
elettromeccanico con le equazioni (10.5) tramite la variabile ausiliaria
ic = Tc/k.

v = Ri+ L
di

dt
+ vm vm = kΩ

T = HΩ + J
dΩ

dt
+ Tc T = ki Tc = kic

(10.4)
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v = Rim + L
dim
dt

+ vm

kim = H
vm

k
+
J

k

dvm

dt
+ kic

(10.5)

10.3 Analogie termiche-elettriche
Durante il funzionamento di una macchina elettrica, i fenomeni legati
alla conversione dell'energia determina la trasformazione di una fra-
zione dell'energia elaborata dalla macchina in calore. Questa trasfor-
mazione ha luogo nella massa stessa dei materiali (prevalentemente
rame e ferro) e ne provoca il riscaldamento. D'altra pare la necessità di
mantenere l'intera macchina e principalmente gli isolanti, entro deter-
minati limiti di temperatura richiede uno studio del comportamento
termico della macchina al �ne di approntare un adeguato sistema di
ra�reddamento.

Se si considera una parte di materiale attivo (rame o ferro), sede
di perdite uniformemente ditribuite nella massa e su�cientemente
piccola da essere considerata isoterma, indicato con Pp la potenza
persa in un intervallo di tempo dt, l'energia trasformata in calore
all'interno dell'elemento in questione è legata alla temperatura θ della
parte dall'equazione di�erenziale (10.6).

Pdt = cmdθ︸ ︷︷ ︸
accumulo

+KAθdt︸ ︷︷ ︸
scambio

= Cdθ +Gθdt P = C
dθ

dt
+Gθ (10.6)

Nell'equazione (10.6) si posso distiguere due termini.

• Il termine cmdθ, che rappresenta la parte di energia persa che
viene accumulata all'interno del corpo, legata attraverso il calore
speci�co c e alla massa m alla variazione di temperatura dθ; il
prodotto cm prende il nome di capacità termica.

• Il termine KAθ, che rappresenta la quota parte di energia che
viene ceduta all'ambiente, trovandosi il corpo ad una tempera-
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tura più elevata ed è legata attraverso il coe�ciente di scambio
termico K e all'area di scambio A alla temperatura del corpo; il
prodotto KA prende il nome di conduttanza termica.

i = C
dv

dt
+Gv (10.7)

L'equazione (10.6) è formalmente identica all'equazione elettri-
ca (10.7) ed è quindi possibile istituire una analogia tra le seguenti
grandezze:

Potenza persa → corrente
Temperatura → tensione
Capacità termica → capacità elettrica
Conduttanza termica → conduttanza elettrica

Attraverso l'analogia introdotta si può rappresentare il comporta-
mento termico dell'elemento attraverso un'opportuna rete elettrica.

Al �ne di sottolineare ancora una volta l'utilità dell'analogia in-
trodotta, si consideri il caso di un corpo omogeneo, sede di perdi-
te uniformemente distribuite nella massa, immerso in un �uido che
scambia calore con l'ambiente. Un esempio di sistema che può essere
modellato in prima approssimazione in questo modo è costituito da un
trasformatore in cui si considerino conglobati i materiali attivi (rame
e ferro), immerso in olio a ra�reddamento naturale con l'ambiente.

In maniera schematica si può rappresentare questo sistema come
indicato in Figura 10.4.

Nel sistema in esame si veri�ceranno dunque i seguenti fenomeni:

• il corpo sede di perdite si scalda e immagazzina calore, cedendo
parte dell'energia al �uido;

• il �uido si scalda ed immagazzina calore, cedendo parte dell'e-
nergia all'ambiente.

Sfruttando l'analogia termica-elettrica, un corpo isotermico costitui-
sce un nodo di una rete elettrica. E' quindi possibile determinare
la rete elettrica analoga, individuando un nodo per ogni elemento di
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Figura 10.4: Rappresentazione schematica del sistema termico in esame

Figura 10.5: Individuazione della rete termica

Figura 10.4, inserendo un'opportuna resitenza termica tra i nodi che
scambiano calore, una capacità termica tra il nodo e l'ambiente ed un
generatore di corrente (potenza termica) tra il nodo che rappresenta
i materiali attivi e l'ambiente. La rete che si ottiene è rappresentata
in Figura 10.5.

La soluzione del circuito rappresentato in Figura 10.5 è individua-
ta da una equazione di�erenziale del secondo ordine che può essere
facilmente risolta. I valori di sovratemperatura di regime si ottengono
immediatamente come indicato in (10.8) (a regime i condesatori sono
dei circuiti aperti).

θ1 = Pp
G1 +G2

G1G2
θ2 =

Pp

G2
(10.8)



Capitolo 11

Il trasformatore

11.1 La nascita del trasformatore

Nella pagina del diario di laboratorio del 29 Agosto 1831 M.Faraday
riporta il disegno di una macchina da lui costruita avvolgendo due
circuiti elettrici A,B tra di loro isolati su un nucleo toroidale realiz-
zato con �lo di ferro. Egli annota che, al momento in cui si alimenta
il circuito A con una batteria, nel circuito B, chiuso su un galvano-
metro, si manifesta corrente. Dal momento che i due circuiti hanno
in comune solo il campo magnetico la conclusione è che il magneti-
smo genera elettricità, così come l'elettricità genera magnetismo. Il
primo trasformatore nasceva così presso il laboratori della Royal In-
stitution come pietra di fondazione dell'elettromagnetismo applicato
(elettrotecnica) all'utilità umana.

11.2 Trasformatori ideali

Si de�nisce trasformatore ideale una macchina elettrica che consente
di modi�care i fattori (tensione e corrente) della potenza elettrica
istantanea senza alterarne il prodotto. La de�nizione prospetta un
doppio bipolo, si veda la Figura 11.1, per il quale valgano le relazioni
(11.1) dove K prende il nome di rapporto di trasformazione.

v1i1 + v2i2 = 0
v1

v2
= K = −i1

i2
(11.1)

159
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Figura 11.1: Il trasformatore ideale

Il risultato indicato dalla (11.1) è di fondamentale interesse indu-
striale perché, al momento della utilizzazione, conviene, per ragioni di
sicurezza, che l'energia sia disponibile ad un livello convenientemen-
te basso di tensione, mentre, quando occorra trasferirla a distanza,
è opportuno, al �ne di contenere i costi di costruzione e di gestione,
le perdite e le variazioni di tensione, che il livello della tensione sia
opportunamente elevato. Nel seguito si vedrà come realizzare tale
dispositivo ideale (non è possibile, infatti, eseguire alcuna trasforma-
zione energetica senza perdite) perché questo tipo di analisi è di gui-
da quando occorra approssimare l'ideale con dispositivi tecnicamente
fattibili.

Si supponga, quindi, di disporre di un materiale magnetico che: i)
non sia sede di perdite in presenza di un campo magnetico variabile
nel tempo e ii) presenti una permeabilità al limite in�nita. Si sagomi
questo materiale nel senso di costituire un nucleo toroidale attorno al
quale si disponga un avvolgimento, uniformemente distribuito, di nu-
mero di spire N1 realizzato con un materiale conduttore di resistività
al limite nulla, si veda la Figura 11.2.

Se ora si alimenta tale avvolgimento con un generatore ideale di
tensione v1 variabile nel tempo, in base alla legge dell'induzione elet-
tromagnetica l'avvolgimento concatenerà un �usso ψ1 legato alla ten-
sione dalla relazione (11.2). Dal momento che il campo magnetico
all'esterno del nucleo è nullo, indicato con ϕ il �usso nel nucleo (che
risulta concatenato con ciascuna delle N1 spire) si ha che ψ1 = N1ϕ

per modo che il �usso e la tensione sono legati dalla (11.3). L'avvol-
gimento che, grazie al generatore ideale, impone il �usso ϕ nel nucleo
viene denominato primario.
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Figura 11.2: La struttura toroidale proposta da Faraday

v1 =
dψ1

dt
v1dt = N1dϕ (11.2)

ϕ = ϕ0 +
∫ t

0

v1

N1
dt (11.3)

Si noti che il campo magnetico può esistere solo all'interno del
nucleo perché se esistesse un tubo che fuoriesce, si veda il tubo a∗
nella Figura 11.3, allora per ragioni di simmetria, dovrebbero esistere
anche i tubi contigui con lo stesso valore del �usso per modo che,
componendo tali tubi, si perverrebbe all'assurdo di un tubo di �us-
so non concatenato con l'avvolgimento che genera il campo, quello
tratteggiato nella stessa �gura.

La forza magnetomotrice che il primario impone al circuito magne-
tico è (al limite) nulla perché la riluttanza Θn del tubo di �usso delimi-
tato dal nucleo è (al limite) nulla (e la permeanza Λn corrispondente
è in�nita), si veda la (11.4).

N1i10 = Θnϕ = 0 Θn = 1/Λn =
2πr

µAn
(11.4)

Se ora si avvolge in modo uniforme e con lo stesso senso di avvol-
gimento attorno al nucleo un avvolgimento secondario di numero di
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Figura 11.3: Il contenimento del campo magnetico all'interno del nucleo toroidale

spire N2 (nella Figura 11.4 per comodità gra�ca i due avvolgimenti so-
no stati disegnati come concentrati), ai morsetti di tale avvolgimento
sarà misurabile, con le convenzioni indicate in Figura 11.4, la tensione
v2 de�nita dalla (11.5) perché, qualunque sia il carico collegato al se-
condario, il �usso ϕ permane de�nito dalla (11.3) in quanto è imposto
da un generatore di tensione ideale.

Ne consegue che la forza magnetomotrice complessiva che agisce
sul nucleo deve avere il valore indicato nella (11.6) e che le correnti
sono legate tra di loro dall'inverso del rapporto spire, si veda la (11.5).
Il segno negativo nella (11.7) consegue dall'aver utilizzato anche per
il secondario la convenzione di misura degli utilizzatori (si veda in
proposito il doppio bipolo della Figura 11.1), mentre utilizzando la
convenzione dei generatori il segno sarebbe stato positivo.

v1

v2
=
N1

N2
(11.5)

N1i1 +N2i2 = N1i10 = ϕθn = 0 (11.6)

i1
i2

= −N2

N1
(11.7)
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Figura 11.4: I due avvolgimenti del trasformatore di Faraday

Figura 11.5: Il simbolo di trasformatore ideale

Complessivamente allora la (11.5) e la (11.7) comportano che i fat-
tori della potenza rispettino le relazioni (11.1) e cioè che la potenza
elettrica venga trasmessa senza perdite ma che i fattori di tale po-
tenza, tensione e corrente, siano modi�cati in modo direttamente ed
inversamente proporzionale al rapporto spire K = N1/N2. Il disposi-
tivo così realizzato (con la struttura indicata da Faraday), che rispon-
de quindi alla de�nizione di trasformatore ideale, viene rappresentato
nei circuiti equivalenti costituiti da bipoli ideali come è indicato in
Figura 11.5.

Il doppio bipolo così costruito è una pura astrazione come si de-
duce dal fatto che le perdite sono nulle e che le prestazioni non sono
in�uenzate dalle dimensioni né del nucleo nè del conduttore con cui
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(a)

(b)

Figura 11.6: Il trasferimento di una impedenza dal secondario al primario a) e
viceversa b)
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sono realizzati gli avvolgimenti, né dalla posizione relativa di questi. Il
trasformatore ideale gode della proprietà che un qualsiasi bipolo idea-
le collegato al secondario può essere �riferito ai dati di avvolgimento
del primario� tramite il quadrato del rapporto di trasformazione come
è messo in evidenza nella (11.8) e nella Figura 11.6a con riferimento
al caso di carico resistivo. E' possibile, viceversa, riferire un bipo-
lo ideale collegato al primario ai dati di avvolgimento del secondario
come è indicato nella Figura 11.6b.

v1 = Kv2 = −KR2i2 = (K2R2)i1 = R′2i1 (11.8)

11.3 Forme costruttive

Il trasformatore cui si è pervenuti nel precedente paragrafo è critica-
bile per il fatto che la sua struttura non risponde a criteri costruttivi
industriali. In e�etti un nucleo toroidale (in �lo di ferro come quello
proposto da Faraday) non è di agevole fattura e richiede che gli avvol-
gimenti vengano intessuti sul nucleo stesso, mentre sarebbe comodo
che il nucleo e gli avvolgimenti potessero essere confezionati ed assem-
blati separatamente . A questa esigenza di funzionalità corrispondono
le strutture di nucleo e di avvolgimento comunemente adottati.

Una prima possibile struttura è quella rappresentata in Figura
11.7: il nucleo è composto da due �tazze� separabili (realizzate ti-
picamente con polveri di materiale magnetico opportunamente sinte-
rizzate), che contengono rispettivamente il primario ed il secondario
sotto forma di bobine avvolte su opportuno sostegno; le tazze sono
tenute assieme da opportuni tiranti o leganti.

Altre forme costruttive sono quelle indicate in Figura 11.8 (nu-
cleo a mantello) ed in Figura 11.9 (nucleo a colonne). In entrambi i
casi il nucleo è costituito da lamierini di materiale magnetico oppor-
tunamente sagomati ed impacchettati, vincolati tra di loro mediante
tiranti. Le parti (colonne verticali e gioghi trasversali) sono oppor-
tunamente smontabili in modo da consentire il posizionamento degli
avvolgimenti.
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Figura 11.7: Sezione di un trasformatore a tazza

Gli avvolgimenti sono costruiti separatamente nelle forme indicate
nella Figura 11.10 e cioè a �bobine concentriche� (tipi a-b) o a �bobine
alternate� (tipo c) e per i nuclei a colonna sono disposti su entrambe
le colonne. Tipicamente l'avvolgimento a tensione più bassa (indica-
to con 1 nelle �gure, mentre 2 designa l'avvolgimento a tensione più
elevata) è quello disposto più vicino al nucleo (eventualmente sdop-
piato come nella Figura 11.10b) allo scopo di limitare gli ingombri
dell'isolamento.

Le esigenze funzionali della costruzione ora evidenziate, compor-
tano che non vi sia un avvolgimento intessuto sul nucleo e che non
vi sia simmetria costruttiva dal punto di vista della posizione degli
avvolgimenti rispetto al nucleo. Il campo magnetico, quindi, non è
rigorosamente con�nato nel nucleo. D'altra parte se la tensione che
alimenta il primario è tale da non portare in forte saturazione il ma-
teriale magnetico del nucleo si avrà che, essendo µfe À µ0 (la per-
meabilità relativa è dell'ordine di 103), i tubi di �usso che si svolgono
in aria sono pochi, il �usso nel nucleo dipenderà (come prima) so-
stanzialmente dalla tensione di alimentazione e le cadute di tensione
magnetica nel ferro saranno molto piccole rispetto alle forze magneto-
motrici a carico. In questo caso non si commette un grave errore per
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Figura 11.8: Trasformatore con nucleo a mantello

Figura 11.9: Trasformatore con nucleo a colonne

Figura 11.10: Avvolgimenti a bobine concentriche a), b) ed a bobine alternate c)
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lo studio del funzionamento a carico assumere il nucleo come costitui-
to da un materiale di permeabilità elevata e praticamente costante.
Con questa ipotesi, allora, le misure ed i calcoli vengono condotti co-
me per un mutuo induttore normale con induttanze (auto e mutua)
caratterizzate da permeanze equivalenti agli e�etti del �usso concate-
nato (poco) diverse tra di loro e (poco) diverse dalla permeanza del
nucleo.

Per le permeanze valgono tipicamente le seguenti osservazioni (si
è designato con l'indice 1 l'avvolgimento più vicino al nucleo).

• Le permeanze Λ1 e Λ2 sono maggiori, ma poco diverse da quelle
del nucleo Λn e Λ1 < Λ2 (perché l'area di passaggio dei tubi di
�usso che si concatenano con l'avvolgimento esterno è maggiore
di quella pertinente l'avvolgimento interno).

• La permeanza mutua Λm è di poco maggiore di quella del nucleo
ed è minore delle Λ1,2 perché nel funzionamento a vuoto (in cui
tali permeanze sono valutate) i tubi di �usso che si concatenano
con l'avvolgimento alimentato sono sempre maggiori di quelli che
si concatenano con quello aperto.

• In relazione alla piccola di�erenza tra le permeanze il coe�cien-
te di accoppiamento di�erisce tipicamente dall'unità di 10−3 ÷
10−4. In (11.9) è riportato un esempio dei valori che possono
assumere le permeanze indicate precedentemente allo scopo di
sensibilizzare sugli ordini di grandezza.

Λn = 10−8 Λm = 1.051Λn Λ1 = 1.054Λn Λ2 = 1.055Λn

k2 = Λ2
m/Λ1Λ2 = 0.9934

(11.9)

11.4 Modello equivalente
Si noti che il funzionamento agli e�etti esterni del dispositivo così
realizzato può essere studiato, nella ipotesi di permeabilità �nita, tra-
mite le equazioni di un mutuo induttore (11.10) che possono venire
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Figura 11.11: Il circuito equivalente del mutuo induttore

elaborate (aggiungendo e togliendo i terminiMdii/dt eMdi2/dt) nel-
la (11.11) (con le ipotesi adottate il coe�ciente di accoppiamento k è
unitario e con uno dei parametri L1−M o L2−M è negativo). Tali
equazioni sono rappresentabili con il circuito equivalente di Figura
11.11.





v1 = L1
di1
dt

+M
di2
dt

v2 = M
di1
dt

+ L2
di2
dt

(11.10)





v1 = (L1 −M)
di1
dt

+M
d

dt
(i1 + i2)

v2 = M
d

dt
(i1 + i2) + (L2 −M)

di2
dt

(11.11)

L1 = N 2
1 Λn L2 = N 2

2 Λn M = N1N2Λn k =
√
M 2/(L1L2) = 1

Una volta poi, individuate le permeanze, noto il numero di spire
dei due avvolgimenti, sono noti i parametri del modello matemati-
co del mutuo induttore ed il corrispondente circuito equivalente è
perfettamente identi�cato, si vedano le (11.12) e la Figura 11.11.
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v1 = R1i1 + L1
di1
dt

+M
di2
dt

= R1i1 +N 2
1 Λ1

di1
dt

+N1N2Λm
di2
dt

v2 = R2i2 +M
di1
dt

+ L2
di2
dt

= R2i2 +N1N2Λm
di1
dt

+N 2
2 Λ2

di2
dt

(11.12)
Elaborando opportunamente le (11.12) si ottengono le (11.13) che

si prestano maggiormente all'individuazione del modello tramite mi-
sure alle porte.





v1 = R1i1 +N 2
1 (Λ1 − Λm)

di1
dt

+N1Λm
d

dt
(N1i1 +N2i2) =

= R1i1 + Ld1
di1
dt

+N1
dϕ

dt

v2 = R2i2 +N 2
2 (Λ2 − Λm)

di2
dt

+N2N1Λm
d

dt
(i1 +

N2

N1
i2) =

= R2i2 + Ld2
di2
dt

+N2
dϕ

dt
(11.13)

ϕ = Λm(N1i1 +N2i2) = N1Λm(i1 +
N2

N1
i2) = N1Λm(i1 + i′2) (11.14)

Combinando le precedenti due equazioni si trovano le (11.15) (in
cui si è posto Lm1 = N 2

1Λm) che possono essere interpretate tramite
il circuito equivalente di Figura 11.12 (o equivalenti riferendo i para-
metri ad un diverso numero di spire, ad esempio al primario come è
indicato in Figura 11.13) in cui compaiono le induttanze di disper-
sione Ld1,2 e l'induttanza di magnetizzazione Lm1 riferita ai dati di
avvolgimento del primario.





v1 = R1i1 + Ld1
di1
dt

+ Lm1
d

dt
(i1 +

N2

N1
i2)

v2 = R2i2 + Ld2
di2
dt

+
N2

N1
Lm1

d

dt
(i2 +

N2

N1
i1)

(11.15)
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Figura 11.12: Circuito equivalente del trasformatore

Figura 11.13: Circuito equivalente con parametri riferiti ai dati di avvolgimento
del primario

Grazie alla particolare elaborazione tutto avviene come se al campo
magnetico e�ettivo della macchina venisse sostituito uno equivalen-
te agli e�etti esterni del tipo illustrato in Figura 11.14: un tubo di
�usso ϕ di permeanza Λm concatenato totalmente sia con le spire
del primario, sia con quelle del secondario, un tubo di permeanza
λd1 = (Λ1 − Λm) concatenato totalmente con le spire primarie ma
non con le secondarie ed un tubo di permeanza λd2 = (Λ2−Λm) con-
catenato totalmente con le spire secondarie ma non con le primarie.
Si noti che le lettere λ/Λ (minuscola/maiuscola) servono a ricordare
che gli ordini di grandezza di queste permeanze sono completamente
diversi come è messo in evidenza dai valori di esempio, espressi in [H],
indicati nella (11.16).

Λm = 1.051 · 10−8 λd1 = 3 · 10−11 λd2 = 4 · 10−11 (11.16)

Le permeanze indicate nella (11.16), una volta de�nito il numero
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Figura 11.14: Il campo magnetico equivalente agli e�etti esterni

delle spire dei due avvolgimenti (ad esempio N1 = 103 e N2 = 0.5 ·
103) consentono il calcolo delle induttanze del circuito equivalente di
Figura 11.13 come è messo in evidenza nelle (11.17).

Lm1 = N 2
1 Λm = 1.051 · 10−2

Ld1 = N 2
1λd1 = 3 · 10−5 (11.17)

L′d2 = N 2
1λd2 = 4 · 10−5

Nei calcoli che hanno per �ne la valutazione delle dimensioni e delle
prestazioni si fa normalmente riferimento alla distribuzione dei �ussi
indicata nella Figura 11.14 e quindi al circuito equivalente di Figura
11.13.

11.5 Circuiti equivalenti ridotti
Si consideri ora il circuito equivalente descritto in Figura 11.13 e i
valori delle permeanze e delle induttanze indicate in (11.16)-(11.17).
Si veri�ca in pratica che Ld1 ≈ Ld2 ¿ Lm1 ed è quindi lecito, con
buona approssimazione, spostare l'induttanza Lm1 a monte di R1 e



11.6. MODI DI FUNZIONAMENTO IN REGIME SINUSOIDALE 173

Figura 11.15: Circuito equivalente ridotto

Ld1. In questo modo R1, R′2, Ld1 e L′d2 diventano di fatto in serie
pervenendo al circuito equivalente ridotto indicato in Figura 11.15.

11.6 Modi di funzionamento in regime sinusoidale

Nel seguito verrà analizzato il funzionamento del trasformatore quan-
do sia alimentato con una tensione alternata sinusoidale. In tutti i
funzionamenti saranno trascurati tutti i fenomeni di non linearità che
possono interessare la macchina.

11.6.1 Funzionamento e prova a vuoto

Il funzionamento a vuoto si realizza alimentando il trasformatore e
lasciando i morsetti secondari aperti. Tale funzionamento può es-
sere studiato con il circuito equivalente ridotto di Figura 11.16 in
cui oltre al ramo induttivo percorso dalla corrente magnetizzante Im
compare una conduttanza che da ragione delle perdite nel ferro do-
vute a correnti parassite indotte nel nucleo ed agli e�etti di isteresi
magnetica.

Dal circuito equivalente riportato in �gura si può notare come op-
portune misure e�ettuate in questo funzionamento, permettano l'in-
dividuazione dei parametri del ramo trasversale del circuito equiva-
lente. In particolare si e�ettueranno misure di potenza, di tensione
e di corrente come indicato in Figura 11.17. La prova a vuoto viene
solitamente e�ettuata a tensione e frequenza nominali.
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Figura 11.16: Circuito equivalente a vuoto

Figura 11.17: Prova a vuoto

Le perdite P0 misurate sono essenzialmente quelle del ferro ed è
quindi possibile ricavare la resistenza equivalente come indicato in
(11.18) e la reattanza equivalente come indicato in (11.19). Il rap-
porto di trasformazione è individuato in maniera convenzionale dalla
relazione (11.20).

R0 =
V 2

0

P0
=
V 2

1n

P0
(11.18)

Z0 =
V1n

I10
X0 =

√
Z2

0 −R2
0 (11.19)

K =
V1n

V20
(11.20)

Dai valori tipici dell'induttanza di magnetizzazione evidenziati in
(11.17), rimane evidente che la corrente assorbita dal trasformatore in
queste condizioni di funzionamento è estremamente ridotta rispetto
alla corrente assorbita in condizioni nominali. Valori tipici sono 1%÷
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Figura 11.18: Circuito equivalente per il funzionamento in corto circuito

Figura 11.19: Prova di corto circuito

5% della corrente nominale, con valori più bassi per trasformatori di
potenza maggiore.

11.6.2 Funzionamento e prova in corto circuito
Si consideri ora il trasformatore con i morsetti secondari chiusi in cor-
to circuito. In queste condizioni di funzionamento, se alimentato a
tensione nominale, il trasformatore sarà interessato da una corrente
estremamente elevata che, tipicamente, porta la macchina alla rottu-
ra. Per garantire il corretto funzionamento della macchina in queste
condizioni è necessario alimentare il trasformatore con una tensione
ridotta (5% ÷ 15% della tensione nominale, con valori crescenti con
la potenza), tale da far circolare, al limite, la corrente nominale.

In tali condizioni di funzionamento, la corrente di magnetizzazione
che �uisce nel ramo derivato Z0 e le perdite nel ferro sono trascura-
bili ed il circuito equivalente può essere sempli�cato come indicato in
Figura 11.18.

Opportune misure di potenza, di tensione e di corrente permettono
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quindi di ricavare il valore dei parametri dell'impedenza indicata in
Figura 11.19, come riportato in (11.21) e (11.22).

R2 =
Pcc

I2
2n

(11.21)

Z2 =
V2cc

I2n
X2 =

√
Z2

2 −R2
2 (11.22)

11.7 Funzionamento in parallelo

Due trasformatori si dicono connessi in parallelo se i loro primari ven-
gono alimentati dalla stessa linea ed i loro secondari erogano potenza
su un comune circuito come indicato in Figura 11.20. Il collegamento
in parallelo viene adottato solitamente per potenziare un impianto,
per aumentarne l'a�dabilità (dato che la probabilità di un guasto
contemporaneo è remota) e per migliorare il rendimento energetico in
quanto a carico ridotto si può lasciare in funzione una sola macchina.

Il funzionamento in parallelo dei trasformatori può essere studiato
utilizzando il circuito equivalente ridotto con parametri riferiti all'av-
volgimento del secondario come è indicato in Figura 11.21. Le equa-
zioni di funzionamento sono le (11.23) in cui i vari fasori sono legati
tra di loro dal diagramma di Figura 11.24. Combinando le equazioni
si ricava per le correnti a carico la (11.24).

V̄20a = V̄1/Ka V̄20b = V̄1/Kb

V̄2 = V̄20a − Z̄aĪa = V̄20b − Z̄bĪb Ī2 = Īa + Īb

(11.23)

Īa = Ī∗ +
Z̄b

Z̄a + Z̄b
Ī2 Īb = −Ī∗ +

Z̄a

Z̄a + Z̄b
Ī2

Ī∗ =
∆̄

Z̄a + Z̄b
∆̄ = V̄1

Kb −Ka

KaKb

(11.24)
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Figura 11.20: Connessione in parallelo di due trasformatori

La corrente erogata da ciascun trasformatore è quindi la somma di
una corrente Ī∗, indipendente dal carico, circolante tra i due secondari
anche a vuoto e di una corrente corrispondente alla suddivisione della
corrente di carico secondo la regola del partitore di corrente.

Dalle precedenti considerazioni si deduce che:

• se i due trasformatori hanno la stessa potenza nominale, gli stessi
rapporti di trasformazione Ka = Kb e la stessa impedenza serie
Z̄a = Z̄b allora la corrente di circolazione è nulla e le correnti
sono pari a metà della corrente di carico: questa è la ripartizione
ideale;

• se i due trasformatori hanno la stessa potenza nominale, ma
Ka < Kb e Za > Zb (come è ragionevole dato che le impe-
denze vengono trasferite tramite 1/K2) la situazione di funzio-
namento è caratterizzata dallo squilibrio delle correnti indicato
nella (11.24), che non consente di utilizzare a pieno la potenza
nominale di entrambe le macchine.

Se ora si costruiscono per le due macchine le curve che esprimono
la tensione secondaria in funzione del coe�ciente di utilizzazione β
in corrispondenza del fattore di potenza del carico, si veda la Figura
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Figura 11.21: Circuito equivalente per lo studio del funzionamento in parallelo

Figura 11.22: Diagramma dei fasori nel funzionamento in parallelo
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Figura 11.23: Tensioni a carico dei trasformatori in parallelo

11.23, nel punto β∗ in cui tali curve si intersecano si realizza il fun-
zionamento in parallelo con ugual coe�ciente di carico. Se tale punto
si realizza per β∗ = 1 allora a pieno carico entrambe le macchine so-
no ugualmente utilizzate. E' conveniente ricercare questa condizione
avvalendosi della opportunità di modi�care la posizione relativa delle
due curve di Figura 11.23 alterando il rapporto di trasformazione e
cioè modi�cando il numero delle spire di uno degli avvolgimenti (solu-
zione possibile se le macchine sono previste con prese su uno dei due
avvolgimenti).

Se i due trasformatori hanno potenze nominali diverse ma lo stesso
rapporto di trasformazione, la corretta ripartizione si realizza se la
corrente in ogni macchina è proporzionale alla potenza nominale della
macchina che la eroga e se le correnti sono in fase con la corrente di
carico. Questo comporta, si veda la (11.23), che sia soddisfatta la
condizione Z̄aĪa = Z̄bĪb e cioè che vra = RkaIna/Vn = RkbInb/Vn = vrb

(si veda la Figura 11.24) e che altrettanto avvenga per il valore relativo
della componente reattiva della tensione di corto circuito.

Lo studio del funzionamento in parallelo ha messo in evidenza l'uti-
lità che uno degli avvolgimenti sia dotato di prese in modo da consenti-
re piccoli aggiustamenti del rapporto di trasformazione. La variazione
del rapporto si realizza mediante un dispositivo detto "commutatore",
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Figura 11.24: Diagramma dei fasori a carico di due trasformatori con diversa
potenza nominale in parallelo

Figura 11.25: Prese per variazione del rapporto a trasformatore disinserito

posto all'esterno della cassa in cui è racchiusa la macchina, manovra-
bile o a trasformatore disinserito oppure sotto carico (con costo della
macchina sensibilmente maggiore).

In tutti i casi occorre ricordare che la modi�ca del rapporto va
eseguita rispettando la condizione di limitare lo scentramento tra le
f.m.m. del primario e quella del secondario in modo da limitare i
conseguenti sforzi elettrodinamici. Questa condizione è parzialmente
realizzata per i tipi con manovra a macchina disinserita disponendo
le prese come è indicato nella Figura 11.25. L'entità della variazio-
ne di tensione conseguibile ed il numero dei gradini disponibili viene
espresso sulle targhe nella forma Vn ± n × y% dove 2n + 1 è il nu-
mero dei gradini di tensione disponibili ed y% è l'entità percentuale
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della tensione di gradino rispetto alla tensione nominale (ad esempio
10 [kV] ± 2 × 2.5% signi�ca che sono disponibili i seguenti valori di
tensione: 10,5-10,25-10-9,75-9,5 [kV]). Nei trasformatori per uso in-
dustriale con manovra a macchina disinserita sono comuni i valori
Vn ± 2.5% (tre prese) e Vn ± 2× 2.5% (5 prese).

Nel caso dei commutatori sotto carico il numero dei gradini di-
sponibili è normalmente molto maggiore mentre l'entità del gradino
è inferiore rispetto ai tipi precedenti allo scopo di ridurre i proble-
mi di dimensionamento degli organi di manovra: valori correnti sono
Vn±7×1% (15 prese) e Vn±10×0.75% (21 prese). Una tipica mac-
china per realizzare la commutazione sotto carico è il "commutatore
Jansen", si veda la Figura 11.26, caratterizzata dalla presenza di due
"selettori" p (per le prese pari) e d (per le prese dispari), dotati di
contatti striscianti che consentono di spostare a vuoto (in assenza di
corrente) il contatto da una presa alla successiva.

La manovra dalla presa 1 alla presa 2 (lo stesso vale per le suc-
cessive) si esegue tramite l'interruttore che viene ruotato in modo da
mettere prima in corto circuito i morsetti b-c (le resistenze Rc ser-
vono a limitare la corrente di circolazione) per essere quindi disposto
nella posizione d. In questa situazione non vi è più corrente ed è in
funzione la presa 2, mentre il selettore d può essere predisposto per
la manovra successiva nella posizione 3.

11.8 Il trasformatore trifase
11.8.1 Le forme costruttive del nucleo e degli avvolgimenti
Il presente paragrafo si riferisce alle macchine alimentate da un un si-
stema simmetrico di tensioni concatenate di frequenza costante: que-
sto è il caso tipico delle reti adibite alla distribuzione dell'energia
elettrica per uso industriale o civile.

Si possono realizzare trasformatori trifasi mediante opportuna con-
nessione degli avvolgimenti di tre macchine monofasi, si veda la Figura
11.27, in tal caso si perdono però le opportunità di risparmio connesse
alla natura dei vincoli elettromagnetici che si possono imporre trami-
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Figura 11.26: Commutatore sotto carico (tipo Jansen)

te la connessione anche dei nuclei. Supponiamo infatti di prendere i
nuclei dei tre trasformatori monofasi e di connetterli a stella, si veda
la Figura 11.28, mettendo una colonna in comune: se il sistema delle
tensioni applicate alle tre fasi è simmetrico allora la somma dei tre
�ussi di colonna è nullo e la colonna centrale, in comune alle tre mac-
chine, si può eliminare. La costruzione si può sempli�care, a scapito
della perfetta simmetria costruttiva, eliminando i gioghi (superiore ed
inferiore) di una colonna e rendendo il nucleo piano: si ottiene così la
forma costruttiva del nucleo a colonne complanari di Figura 11.29.

Se i nuclei monofasi vengono connessi a triangolo, si veda la Figura
11.30, ed il sistema delle tensioni è simmetrico allora il �usso nei gioghi
vale la frazione 1/

√
3 del �usso nelle colonne, si veda il diagramma

dei fasori di Figura 11.31 (linee a tratto continuo), per modo che la
sezione dei gioghi può essere vantaggiosamente ridotta. D'altra parte
se, dopo averlo ridotto, si taglia uno dei tre gioghi, si dispone la
struttura nel piano e si richiude il giogo tagliato, si ottiene, a scapito
di una modesta rinuncia alla simmetria, il nucleo a cinque colonne
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Figura 11.27: Trasformatore trifase come connessione di tre trasformatori
monofase

Figura 11.28: Connessione a stella dei nuclei monofase
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Figura 11.29: Sempli�cazione della connessione a stella dei nuclei

Figura 11.30: Connessione a triangolo dei nuclei monofase

indicato in Figura 11.32 (in questo caso il diagramma dei fasori dei
�ussi è quello indicato con linea a tratto in Figura 11.31 dato che
il �usso nel giogo ac si riduce rispetto agli altri come conseguenza
dell'aumento di riluttanza causato dalla maggior lunghezza).

Le tre soluzioni ora delineate sono impiegate nella tecnica: il caso
più comune è quello a tre colonne complanari ma per le macchine di
potenza limite, per le quali possono insorgere problemi di trasporto in
relazione alle dimensioni, sono adottate anche le altre due soluzioni.

In tutti i casi le colonne sono inscrivibili in una circonferenza e
sono costituite da pacchi di lamierino magnetico che de�niscono gra-
dini di larghezza opportunamente modulata rispetto al diametro della
circonferenza. All'interno della colonna, come pure del giogo, sono ri-
cavati canali di ra�reddamento longitudinali rispetto alle lamiere, si
veda la Figura 11.33 o trasversali, si veda la Figura 11.34 (questi ul-
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Figura 11.31: Diagramma dei fasori rappresentativi dei �ussi nelle colonne e nei
gioghi

Figura 11.32: Nucleo a cinque colonne
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Figura 11.33: Canali di ra�reddamento longitudinali

timi sono più e�caci per il ra�reddamento dato che pongono tutti i
lamierini a contatto con il �uido refrigerante). I pacchi di lamieri-
no sono opportunamente sfalsati in modo da consentire l'unione ad
incastro dei gioghi sulle colonne, si veda la Figura 11.35; i pacchi,
che occupano le due posizioni a linea piena ed a linea tratteggiata in
Fig.ura 11.36, sono realizzati impilando strisce di lamierino mediante
opportune guide.

Per quanto riguarda gli avvolgimenti sono normalmente in rame
e strutturati come quelli del caso monofase (con la bassa tensione
all'interno dell'alta) e l'isolamento più comune è in classe A (carta-
olio). Valgono per essi le consuete precauzioni agli e�etti degli sforzi
elettrodinamici: i) ogni avvolgimento è simmetrico rispetto al piano
mediano; ii) le spire dei due avvolgimenti di ogni fase sono spazialmen-
te distribuite con la stessa legge; iii) le altezze dei due avvolgimenti
sono uguali; iv) gli avvolgimenti sono centrati.

11.8.2 Collegamenti trifasi degli avvolgimenti
I collegamenti degli avvolgimenti trifasi del trasformatore possono es-
sere a stella, a triangolo ed a zig-zag (connesso a stella, lo zig-zag a
triangolo non si usa), si veda la Figura 11.37, e sono designati con i
simboli Y,D,Z/y,d,z (in maiuscolo per l'avvolgimento primario e mi-
nuscolo per l'altro). Se il neutro è accessibile allora l'indicazione è
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Figura 11.34: Canali di ra�reddamento trasversali

Figura 11.35: Unione ad incastro delle colonne con i gioghi
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Figura 11.36: Disposizione dei pacchi lamiera negli strati successivi

Figura 11.37: Collegamenti trifasi degli avvolgimenti

Yn,Zn/yn,zn rispettivamente (naturalmente la connessione a triango-
lo non può avere il neutro accessibile). Le tre fasi vengono designate
con lettere successive ad esempio A,B,C/a,b,c (maiuscolo per l'av-
volgimento primario, minuscolo per l'altro). I collegamenti più usati
sono i primi due (preferibilmente la connessione a stella per le tensio-
ni di linea più elevate e quella a triangolo per le correnti di linea più
elevate), lo zig-zag stella con neutro accessibile si usa nei secondari
dei trasformatori per distribuzione a quattro �li (quindi con neutro
accessibile) con primario collegato a stella, come verrà nel seguito
discusso.

Nella spiegazione delle proprietà si ammette che nella rappresen-
tazione della macchina i due avvolgimenti presenti su ogni colonna,
concentrici, con eliche equiverse e con morsetti di principio (P,p) e di
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Figura 11.38: Rappresentazione delle connessioni

�ne (F,f) dell'elica ugualmente disposti, vengono rappresentati omet-
tendo il disegno dell'elica e del nucleo e ribaltando i principi verso
l'interno come è indicato nella Figura 11.38. In questo disegno si
mette anche in evidenza che i tre morsetti del primario e del secon-
dario A,B,C/a,b,c hanno la stessa denominazione della colonna sulla
quale sono allocati i corrispondenti avvolgimenti.

La connessione trifase dell'avvolgimento primario, abbinata a quel-
la dell'altro avvolgimento, determina tutta una serie di proprietà che
vengono nel seguito discusse con particolare riguardo: i) alla terza
armonica presente nella corrente magnetizzante di ogni fase quando
l'induzione nella colonna corrispondente sia alternata sinusoidale, ii)
alla possibilità di carico monofase tra fase e neutro e iii) allo sfasamen-
to tra le tensioni primarie e secondarie (che condiziona la possibilità di
funzionamento in parallelo tra due o più trasformatori). Quest'ultimo
aspetto è di particolare rilievo e viene discusso più ampiamente nel
successivo paragrafo, mentre per i primi due temi si osserva quanto
segue.

Consideriamo il funzionamento a vuoto con avvolgimento prima-
rio alimentato da un sistema simmetrico di tensioni concatenate. Se
entrambi gli avvolgimenti sono a stella allora le f.e.m. di fase non
possono essere simmetriche (si veda la prima Figura 11.39) perché se
lo fossero lo sarebbero anche le induzioni (mentre le forza magneti-
che sarebbero deformate) e nel sistema trifase di correnti dovrebbe
essere presente un sistema omopolare di correnti di terza armonica la
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Figura 11.39: Connessione a stella: forza magnetica, induzione e f.e.m.

cui circolazione è impedita dalla connessione a stella. In questo caso
allora le correnti sono alternate sinusoidali e costituiscono un sistema
equilibrato, mentre sono deformate le induzioni ed i �ussi di colon-
na, si veda la seconda Figura 11.39 (ottenuta tramite la caratteristica
di magnetizzazione assumendo che la forza magnetica sia alternata
sinusoidale e ricavando l'induzione).

I �ussi di colonna presentano un sistema (con frequenza tripla ri-
spetto alla fondamentale) di sequenza omopolare che si richiude all'e-
sterno del nucleo se questo è a tre colonne, nelle due colonne laterali
se il nucleo è a cinque colonne. Nel primo caso il �usso omopolare
è modesto ma va ad interessare parti esterne al traformatore, quali
la cassa, causando perdite addizionali. Nel secondo caso il �usso di
terza armonica è circoscritto nel nucleo ma, essendo bassa la riluttan-
za che incontra, il suo valore è decisamente maggiore per modo che
la deformazione delle forze elettromotrici è più sensibile che nel caso
precedente.

Se entrambi gli avvolgimenti sono a stella e sul secondario è connes-
so (oltre ai carichi di tipo trifase) un carico monofase tra il centro stella
ed un morsetto di fase, si veda la Figura 11.40, non può esistere equi-
librio tra le forze magnetomotrici di primario e di secondario dovute
alla componente fondamentale della corrente del carico monofase.

Si manifesta in tal caso, essendo vincolati i vertici del triangolo
delle tensioni concatenate, uno spostamento del centro stella O' delle
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(a) (b)

Figura 11.40: Connessione stella-stella con carico monofase: a) circolazione della
corrente; b) fasori rappresentativi.

forze elettromotrici. Questo spostamento è causato dalla presenza di
una sequenza omopolare nei �ussi di colonna generata dall'unica pos-
sibile ripartizione delle correnti a regime, quella indicata nella Figura
11.40 nella ipotesi che entrambi gli avvolgimenti abbiano lo stesso nu-
mero di spire. Complessivamente la connessione Yy è sconsigliabile
nella distribuzione a quattro �li (specie con nucleo a cinque colonne),
salvo limitare il carico sul centro stella.

In ogni caso è quindi conveniente la presenza di un avvolgimento
a triangolo al �ne di evitare gli inconvenienti sopra citati e di fatto
le connessioni più usate sono: i) Yd per i trasformatori di maggiore
importanza posti agli estremi delle grandi linee di trasmissione dell'e-
nergia elettrica a frequenza industriale; ii) Dyn, che consente il carico
sul centro stella del secondario con la distribuzione di correnti indicata
nella Figura 11.41 ma ha lo svantaggio della connessione a triangolo
sull'alta tensione; iii) la connessione Yzn per tensioni elevate e po-
tenze piccole con possibilità di carico monofase sul centro stella della
connessione a zig-zag (la distribuzione di correnti è quella indicata in
Figura 11.42.
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Figura 11.41: Carico monofase nel caso di connessione Dy

Figura 11.42: Carico monofase nel caso di connessione Yz
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11.8.3 Sfasamento tra primario e secondario, indice orario

Nel successivo paragrafo verrà mostrato che nel funzionamento sim-
metrico ed equilibrato, che è quello di riferimento per le applicazioni
industriali, il circuito equivalente di un trasformatore trifase è riduci-
bile a quello di un trasformatore monofase per modo che a proposito
del funzionamento in parallelo valgono per le macchine trifasi le consi-
derazioni già fatte in precedenza a proposito delle macchine monofasi.
Ne consegue che una prima condizione per il corretto parallelo è che le
due macchine presentino ugual rapporto di trasformazione ed uguali
componenti (resistiva e reattiva) della tensione di corto circuito. Ul-
teriore condizione da rispettare è poi che, a pari terna di tensioni di
alimentazione del primario, i secondari delle due macchine da colle-
gare in parallelo presentino due terne di tensioni con la stessa fase
rispetto ad un comune riferimento (oltre che essere uguali in modulo
per e�etto dello stesso rapporto di trasformazione).

Lo sfasamento si valuta pensando la macchina funzionante a vuoto
con i morsetti A,B,C connessi alle analoghe fasi della rete di alimen-
tazione (che impone un sistema simmetrico di tensioni concatenate),
tracciando i diagrammi fasoriali e valutando l'angolo di ritardo del-
la tensione concatenata secondaria rispetto alla rispettiva tensione
concatenata primaria.

Dal momento che l'angolo in questione è sempre un multiplo di
30◦, lo sfasamento viene designato da tale multiplo, che prende il
nome di indice orario, perché, come verrà mostrato, esso corrisponde
al numero sul quadrante di un orologio su cui punta la tensione di
fase a della bassa tensione quando l'omonima A dell'alta tensione sia
disposta sulle ore 12.

Tutti i collegamenti che danno luogo al medesimo sfasamento co-
stituiscono un gruppo, designato dal numero dell'indice orario. La
designazione completa allora dei collegamenti di un trasformatore tri-
fase si e�ettua facendo seguire alle lettere rappresentative delle con-
nessioni primarie e secondarie, il numero dell'indice orario (ad esem-
pioYy0, Yd11...). Come già detto possono funzionare in parallelo solo
trasformatori dello stesso gruppo.



194 CAPITOLO 11. IL TRASFORMATORE

Figura 11.43: Connessioni del gruppo 0

I gruppi possibili sono 12 rappresentati dai numeri da 0 a 11; si
hanno in particolare le seguenti peculiarità.

I collegamenti Yy, Dd, Dz possono dare tutti gli sfasamenti rap-
presentati da numeri pari nel campo 0-11. Nella Figura 11.43 sono
rappresentate le connessioni del gruppo 0, ma dal momento che è pos-
sibile variare lo sfasamento di ±4 unità con una semplice rotazione
ciclica della designazione dei morsetti, al gruppo 0 sono riducibili i
gruppi 4 ed 8. Nella Figura 11.44 sono rappresentate le connessioni
del gruppo 6 (non riducibile al gruppo 0 salvo modi�che costruttive)
cui sono riducibili i gruppi 2 e 10 con opportuna rotazione degli indici.

I collegamenti Yd, Dy, Yz, possono dare tutti gli sfasamenti rap-
presentati da indici dispari. Anche in questo caso esistono due gruppi
principali il 5 (con le connessioni indicate in Figura 11.45) e l'11 (con
le connessioni indicate in Figura 11.46). Questi due gruppi sono tra lo-
ro riducibili invertendo il senso ciclico della alimentazione e ruotando
ciclicamente la designazione dei morsetti.
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Figura 11.44: Connessioni del gruppo 6

Figura 11.45: Connessioni del gruppo 5
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Figura 11.46: Connessioni del gruppo 11

11.9 Circuito equivalente del trasformatore trifa-
se

Per quanto riguarda il circuito equivalente del trasformatore trifase
ci si riferirà esclusivamente al caso di utilizzo della macchina elettri-
ca in un sistema simmetrico ed equilibrato in modo che sia possibile
rappresentare il trasformatore monofase con un trasformatore equiva-
lente monofase, si veda Figura 11.47, i cui paramentri possono essere
ricavati dalle prove con le modalità già descritte.

Per casi di utilizzo della macchina in sistemi dissimetrici o squili-
brati si rimanda a testi speci�ci.

11.10 Parallelo di trasformatori trifase

Lo schema di inserzione di due trasformatori trifase in parallelo è in-
dicato in Figura 11.48. Ovviamente per il corretto funzionamento del
sistema valgono le stesse considerazioni già fatte nel caso di parallelo
di trasformatori monofasi.
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Figura 11.47: Circuito monofase sempli�cato equivalente di un trasformatore
trifase

Figura 11.48: Parallelo di trasformatori trifase

• Stesso rapporto di trasformazione a vuoto, per evitare la circo-
lazione di correnti anche in assenza di carico.

• Stesso valore della tensione di corto circuito, per garantire una
corretta ripartizione del carico sui due trasformatori

• Stesso gruppo, per evitare sfasamenti tra le tensioni secondarie
che porterebbero a circolazioni di correnti non volute.



198 CAPITOLO 11. IL TRASFORMATORE



Capitolo 12

Macchine elettriche rotanti:
generalità

12.1 Il giunto elettromagnetico

Si consideri la struttura elettromagnetica rappresentata in Figura
12.1, costituita da due armature in materiale ferromagnetico ideale
(µ → ∞) di lunghezza l in direzione ortogonale al piano del foglio,
con alloggiate due bobine diametrali, rispettivamente, diNi edNe spi-
re1 e si vogliano determinare i coe�cienti di auto e mutua induttanza
in funzione della coordinata angolare θ che rappresenta lo sfasamento
tra l'asse magnetico della bobina interna e quella esterna.

Data l'ipotesi di considerare il materiale ferromagnetico ideale, il
calcolo può essere condotto considerando esclusivamente i tratti in
aria e procedendo per sovrapposizione degli e�etti.

Si supponga ora che solo l'avvolgimento interno sia percorso da
corrente con le convenzioni indicate in Figura 12.1 e si consideri una
generica linea di forza del campo magnetico ~h identi�cata da un ver-
sore di coordinata angolare α il cui verso identi�cherà il verso di per-
correnza positivo della linea. Il lavoro lungo tale linea risponde alla
(12.1), dove il termine 2 compare in quanto la linea di campo attraver-

1I pedici i ed e vengono usati per indicare la con�gurazione prevalente per le macchine
rotanti che prevede un comportamento come avvolgimento di indotto (avvolgimento in cui
vengono indotte le f.e.m.) degli avvolgimenti che si trovano sulla parte esterna delle macchine
rotanti e di eccitazione (avvolgimento che crea il campo magnetico principale) degli avvolgimenti
della parte interna.

199
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Figura 12.1: Il giunto elettromagnetico

sa due volte il traferro e dove si è indicato con B(α) = 1
2t

∫
2t b(α, l)dl

il valore medio di b lungo la linea di forza α.

Neie =
∮
~h · d~l =

∮ ~b

µ
· d~l = ±

∫

2t

b(α, l)

µ0
dl = ±B(α)

µ0
2t (12.1)

In termini assoluti, il modulo del valore medio B(α) è costan-
te e non dipenda dalla coordinata α, come evidenziato dalla (12.2).
Inoltre, per la scelta del sistema di riferimento per la coordinata α,
B(α) < 0 per π/2 < α < 3π/2 come evidenziato in Figura 12.2 (per
π/2 < α < 3π/2, infatti, il verso di percorrenza della linea di campo
è scelto in direzione opposta rispetto alla regola del cavatappi).

B(α) = ±µ0
Neie
2t

(12.2)

Nel seguito della trattazione, al �ne di sempli�carne lo svolgimento,
saranno introdotte le seguenti ipotesi: i) il campo ~b al traferro sarà
approssimato con il suo valor medio B(α) (ipotesi valida se il traferro
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Figura 12.2: Andamento del valore medio di induzione B(α)

t è piccolo) e ii) della distribuzione B(α) si terrà conto esclusivamente
della prima armonica B1(α) evidenziata in (12.3) (i campi armonici di
ordine superiore danno luogo a fenomeni poco signi�cativi dal punto
di vista della conversione elettromeccanica).

B(α) =
4

π
µ0
Neie
2t

[
cosα− 1

3
cos 3α +

1

5
cos 5α + . . .

]

B1(α) =
4

π
µo
Neie
2t

cosα B1M =
4

π
µo
Neie
2t

(12.3)

Con queste ipotesi, il �usso di autoinduzione prodotto dalla cir-
colazione della corrente ie e concatenato con l'avvolgimento Ne può
essere calcolato come indicato in (12.4) da cui l'espressione dell'au-
toinduttanza Lee indicata in (12.5).

ψee = Ne

∫

S
~b · ~ndS = Ne

∫ π
2

−π
2

B1(α)rldα =

= Ne
4

π

Neie
2t

µ0rl [sinα]
π/2
−π/2 =

4

π

N 2
e ie
t
µ0rl

(12.4)

Lee =
ψee

ie
=

4

π

N 2
e

t
µ0rl (12.5)
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Si voglia ora calcolare il �usso ψie concatenato con l'avvolgimento
esterno i quando gli assi magnetici dei due avvolgimenti siano sfasati
di generico angolo θ come indicato in Figura 12.1 nell'ipotesi che
tutte le linee di �usso attraversino il traferro. Tale calcolo può essere
condotto come indicato in (12.6). A questo proposito, si tenga conto
nella formulazione di (12.6) che l'origine della cordinata α è sempre
l'asse magnetico dell'avvolgimento interno e che i termini di �usso
di induzione magnetica negli archi di periferia π/2 − θ < α < π/2
e −π/2 < α < −π/2 + θ non sono concatenati con l'avvolgimento
esterno come evidenziato in Figura 12.1.

ψie = Ni

∫ π
2−θ

−π
2 +θ

B1(α)lrdα = Ni
4

π

Neie
2t

µ0rl [sinα]
π/2−θ
−π/2+θ =

= Ni
4

π

Neie
2t

µ0rl

[
sin

(
π

2
− θ

)
− sin

(
−π

2
+ θ

)]
= (12.6)

= Ni
4

π

Neie
t
µ0rl cos θ

La mutua induttanza Lie può essere, dunque, calcolata come in-
dicato in (12.7) e naturalmente, per il principio di reciprocità delle
mutue induttanze, coincide con Lei. Si noti che se Ne = Ni allora è
possibile stabilire il legame tra Lee e Lie espresso dalla (12.8)

Lie =
ψie

ie
=

4

π

NiNe

t
µ0rl cos θ = Lei (12.7)

Lie = Lee cos θ (12.8)
In maniera analoga a quanto fatto nel caso di alimentatazione del

solo l'avvolgimento interno, si può ripetere il calcolo nel caso in cui sia
alimentato esclusivamente l'avvolgimento esterno ottenendo la (12.9).
Si noti ancora che se il numero di spire Ni = Ne allora Lii = Lee.

Lii =
ψii

ii
=

4

π

N 2
i

t
µ0rl (12.9)

Se ora entrambi gli avvolgimenti sono alimentati, grazie alle ipo-
tesi introdotte, si può utilizzare il principio di sovrapposizione per
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determinare il �usso totale concatenato con i due avvolgimenti come
indicato in (12.10), dove ψi e ψe indicano i �ussi totali concatenati
con i due avvolgimenti.

ψi = Liiii + Lieie

ψe = Leiii + Leeie

(12.10)

Le f.e.m. che si generano nei due avvolgimenti possono essere
calcolate come indicato in (12.11).

ei =
dψi

dt
=
d(Liiii + Lieie)

dt

ee =
dψe

dt
=
d(Leiii + Leeie)

dt

(12.11)

Vale la pena, prima di proseguire nella trattazione, analizzare il
caso di funzionamento del sistema nell'ipotesi che il numero delle spire
delle due bobine sia lo stesso (Ni = Ne), l'avvolgimento interno sia
alimentato con una corrente ie = cost = Ie e sia posto in rotazione
a velocità ω = cost (θ = ωt). In questo caso le relazioni (12.11)
assumono la forma indicata in (12.12), ricordando che Lii = Lee = L

e Lie = Lei = L cosωt. E' evidente in (12.11) la presenza dei termini
mozionali dovuti alla rotazione dell'avvolgimento interno.

ei = L
dii
dt
− ωLIe sinωt

ee = −ωLii sinωt+ L cosωt
dii
dt

(12.12)

12.1.1 Coppia trasmessa
Se entrambi gli avvolgimenti della struttura di Figura 12.1 sono ali-
mentati e si pone in rotazione una delle due armature, l'esperienza
evidenzia che l'altra armatura si pone in rotazione anch'essa e il si-
stema può essere usato per trasmettere coppia. Per il calcolo della
coppia che può essere trasmessa tra le due armature si può utilizzare
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la medesima procedura evidenziata nel Capitolo 9 per il calcolo della
forza di attazione in un attuatore elementare: la coppia T può es-
sere ottenuta per derivazione, secondo la coordinata meccanica (θ),
dell'energia magnetica Wm come indicato in (12.13).

T =
∂Wm

∂θ
(12.13)

Avendo trascurato l'e�etto dei tratti in ferro del circuito, l'ener-
gia magnetica può essere calcolata con l'integrale di volume esteso
al traferro come indicato in (12.14) dove B è il campo di induzione
totale che può essere ottenuto per sovrapposizione degli e�etti come
indicato in (12.15), ricordando che per entrambi gli avvolgimenti vale
la relazione (12.3) e che i due assi magnetici sono sfasati di un angolo
θ.

Wm =
∫

V

B2

2µo
dv (12.14)

B = Bi(α) +Be(α− θ) = Bi cos(α)−Be cos(α− θ) (12.15)

Bi =
4

π
µo
Niii
2t

Be =
4

π
µo
Neie
2t

T =
∂

∂θ

∫

V

(Bi cos(α)−Be cos(α− θ))2

2µ0
dv =

=
∂

∂θ
rlt




∫ 2π

0

B2
i cos(α)2

2µ0
dα +

∫ 2π

0

B2
e cos2(α− θ)

2µo
dα + . . .

. . .+
∫ 2π

0

2BiBe cosα cos(α− θ)

2µ0
dα




=

=
∂

∂θ

∫ 2π

0

2BiBe cosα cos(α− θ)

2µ0
rltdα =

=
∂

∂θ

(
BiBe

2µ0
rlt

∫ 2π

0
[cos(2α− θ) + cos(θ)]dα

)
=
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=
∂

∂θ

(
BiBe

2µ0
rlt cos θ[α]2π

0

)
=

= −BiBe

2µ0
2πrlt sin θ = −BiBe

2µ0
V0 sin θ (12.16)

Andando ad eseguire l'operazione di derivazione indicata in (12.13)
si ottiene la relazione signi�cativa (12.16) dove V0 rappresenta il vo-
lume del traferro. L'espressione (12.16) si ricava osservando che i
termini quadratici nel calcolo dell'induzione sono indipendenti da θ
(l'integrale di cos2 sul periodo è costante ed indipendente dall'argo-
mento).

12.2 La trasformata di Park
Prima di introdurre le relazioni che portano alla de�nizione dei mo-
delli delle principali macchine elettriche rotanti conviene introdurre la
matrice di trasformazione di Park indicata in (12.17) che consentirà
notevoli sempli�cazioni nello studio dei sistemi trifase e delle macchine
elettriche.

[T (θ)] =

√√√√2

3




cos(θ) cos(θ − 2π/3) cos(θ + 2π/3)
− sin(θ) − sin(θ − 2π/3) − sin(θ + 2π/3)

1/
√

2 1/
√

2 1/
√

2




(12.17)
La matrice (12.17) è una matrice di rotazione ortogonale (l'inversa

coincide con la trasposta [T ]−1 = [T ]t) che può essere applicata a
terne di variabili nei valori istantanei come indicato in (12.18).




vd

vq

vo


 = [T ] ·




va

vb

vc







va

vb

vc


 = [T ]−1 ·




vd

vq

vo


 (12.18)

Se θ è variabile nel tempo si parla di trasformazione su assi ro-
tanti, mentre se θ è costante nel tempo (e solitamente si sceglie il
riferimento di θ in modo tale che θ = 0 ) la trasformazione prende
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il nome di trasformazione su assi �ssi, la matrice diventa quella in-
dicata in (12.19) e per le grandezze trasformate, indicate in (12.20),
si usa indicare, nel caso di trasformazione su assi �ssi, le prime due
grandezze invece che con i pedici d, q, con i pedici α, β (si parla di
componenti su assi α e β e su assi d e q, rispettivamente). La ter-
za componente, indicata in entrambi i casi con il pedice o, prende il
nome di componente omopolare.

[T ] =

√√√√2

3




1 −1/2 −1/2

0
√

3/2 −√3/2

1/
√

2 1/
√

2 1/
√

2


 (12.19)




vα

vβ

vo


 = [T ] ·




va

vb

vc


 (12.20)

Se la terna di valori va, vb, vc è del tipo indicato in (12.21) (si-
stema simmetrico/equilibrato) allora la componente vo della terna
trasformata è sempre nulla (essendo la somma algebrica dei valori
istantanei). Conviene dunque de�nire la variabile complessa indicata
in (12.22), che prende il nome di fasore spaziale, che nel caso di terne
trifasi, identi�ca completamente il sistema.

va = VM cos(ωt)

vb = VM cos(ωt− 2

3
π) (12.21)

vc = VM cos(ωt+
2

3
π)

v̄ = vα + jvβ (12.22)

De�nito il fasore spaziale (12.22), la trasformazione su assi �ssi
indicata in (12.20) può essere scritta come indicato in (), dove è stato
introdotto l'operatore complesso α = ej2π/3.
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v̄αβ =

√√√√2

3
[va + αvb + α2vc]

vo =
va + vb + vc√

3

(12.23)

Le trasformazioni inverse assumono la forma indicata in () e nel
caso di sistema simmetrico/equilibrato si sempli�cano come indicato
in ()

va =

√√√√2

3
Re(v̄αβ) +

vo√
3

vb =

√√√√2

3
Re(α2v̄αβ) +

vo√
3

(12.24)

vc =

√√√√2

3
Re(αv̄αβ) +

vo√
3

va =

√√√√2

3
Re(v̄αβ) vb =

√√√√2

3
Re(α2v̄αβ) vc =

√√√√2

3
Re(αv̄αβ)

Nel caso di trasformazione generica su assi rotanti, vale l'osserva-
zione che la matrice di Park [T (θ)] può essere ottenuta dalla matrice su
assi �ssi per rotazione attraverso la matrice H(θ) indicata in (12.25)

[T (θ)] = [H(θ)][T ] [H(θ)] =




cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1


 (12.25)

La relazione (12.25) si traduce nella signi�cativa relazione (12.26)
nei fasori spaziali (il termine omopolare non cambia nel variare il
sistema di riferimento).

v̄ = e−jθv̄αβ v̄αβ = ejθv̄ (12.26)
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Figura 12.3: Avvolgimento trifase

12.3 Avvolgimenti trifase
Si consideri ora di estendere la con�gurazione di Figura 12.1, aggiun-
gendo nella struttura esterna altri due avvolgimenti con assi magnetici
sfasati di 2π/3 (120◦) rispetto all'avvolgimento precedente, come indi-
cato in Figura 12.3. Nell'ipotesi che tutte le linee di �usso attraversino
il traferro, si possono ripetere i medesimi ragionamenti e�ettuati nel
paragrafo 12.1 per ottenere i coe�cienti di auto e mutua induttanza
ottenendo i risultati espressi dalle (12.27)-(12.28), dove si è fatta l'i-
potesi che i tre avvolgimenti presentino il medesimo numero di spire
N .

Laa = Lbb = Lcc = L =
4

π

N 2

t
µ0rl (12.27)

Lab = Lba = Lac = Lca = Lbc = Lcb = L cos(
2

3
π) = −L

2
(12.28)

Il legame tra il �usso concatenato totale con ogni avvolgimento e
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le correnti può essere espresso dalla relazione matriciale indicata in
(12.29).




ψa

ψb

ψc


 =




L −L/2 −L/2
−L/2 L −L/2
−L/2 −L/2 L







ia
ib
ic


 (12.29)

Nel caso di sistema simmetrico, i legami costitutivi delle singole
fasi possono essere espressi come indicato in (12.30).




va

vb

vc


 =




R 0 0
0 R 0
0 0 R







ia
ib
ic


 +




L −L/2 −L/2
−L/2 L −L/2
−L/2 −L/2 L



d

dt




ia
ib
ic




(12.30)
Le relazioni (12.30) possono essere trasformate con la matrice di

Park su assi �ssi, assumendo l'espressione indicata in (12.31).




vα

vβ

vo


 =




R 0 0
0 R 0
0 0 R







iα
iβ
io


 +




L+ L/2 0 0
0 L+ L/2 0
0 0 0



d

dt




iα
iβ
io




(12.31)
Alimentando ora le tre bobine con la terna di correnti trifase equi-

librate indicata in (12.32), essendo nulla la componente omopolare io,
la relazione (12.31) può essere sintetizzata nella relazione (12.33) nei
fasori spaziali.

ia =
√

2I cosωt

ib =
√

2I cos(ωt− 2π/3) (12.32)
ic =

√
2I cos(ωt− 4π/3)

v̄αβ = Rīαβ +
3

2
L
d̄iαβ

dt
= Rīαβ + Ls

d̄iαβ

dt
(12.33)

Il termine 3L/2 indicato in (12.33) prende il nome di induttanza
sincrona e si indicerà nel seguito con il simbolo Ls. Oltre che in un
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sistema di assi �ssi, la (12.33) può essere naturalmente espressa in
un generico sistema di assi di riferimento d, q mobile, ricordando che
ī = īαβe

−jθ e v̄ = v̄αβe
−jθ. In questo caso assume la forma indicata in

(12.34) dove compare un ulteriore termine di f.e.m. di tipo mozionale
dovuto esclusivamente alla scelta del sistema di riferimento rotante.

v̄ = Rīαβe
−jθ +

3

2
L
d(̄iαβe

−jθ)

dt
=

= Rī+
3

2
L
d̄i

dt
− jθ

3

2
L
d̄i

dt
= Rī+ Ls

d̄i

dt
−jθLs

d̄i

dt︸ ︷︷ ︸
fem moz.

(12.34)

Se ora si alimenta l'avvolgimento interno con una corrente ie, l'e-
sperienza mostra che (in opportune condizioni), l'armatura interna si
porta in rotazione alla pulsazione delle correnti di statore. Questo
può essere dimostrato ricordando che la coppia trasmessa può essere
determinata come derivata secondo la coordinata spaziale θ, dell'e-
nergia magnetica e osservando che l'unico termine che dipende da θ
è il termine in cui compaiono le mutue induttanze tra l'avvolgimento
interno e gli avvolgimenti esterni, in quanto gli avvolgimenti ester-
ni non si muovono uno rispetto all'altro. Operando con le formule di
somma e sottrazione di angoli si può ottenere la soluzione signi�cativa
indicata in (12.35) (dove si sono tralasciati i passaggi intermedi).

Lae = Lbe = Lce = M

T =
∂

∂θ

[
M cos(θ)ia +M cos(

2

3
π − θ)ib +M cos(

2

3
π + θ)ic

]
ie =

=
∂

∂θ

[
3

2
Mie

√
2I(cosωt cos θ + sinωt sin θ)

]
= (12.35)

=
∂

∂θ

[
3

2
Mie

√
2I cos(ωt− θ)

]
= −3

2
Mie

√
2Iθ̇ sin(ωt− θ)

La () evidenzia che la coppia T è costante se l'avvolgimento in-
terno è posto in rotazione a velocità θ̇ = ω (e quindi in presenza di
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una coppia resistente costante, la condizione di regime, per avere ac-
celerazione nulla, è con velocità dell'avvolgimento interno pari a ω,
confermando l'esperienza).

12.4 Potenze nelle variabili di Park
In un sitema trifase la potenza totale del sistema può essere espressa
come indicato in (12.36). Applicando la trasformata di Park su assi
�ssi alla relazione (12.36) si giunge alla relazione signi�cativa indicata
in (12.37), che evidenzia la proprietà della trasformata di Park di non
alterare le potenze, in quanto trasformata ortogonale.

p = vaia + vbib + vcic =




va

vb

vc




t 


ia
ib
ic


 = [v]t[i] (12.36)

[v] = [T ]t[vαβo] [i] = [T ]t[iαβo]

p = [v]t[i] = [vαβo]
t[T ][T ]t[iαβo] = [vαβo]

t[iαβo] (12.37)
Naturalmente la medesima proprietà è veri�cata applicando la tra-

sformazione su assi rotanti (in quanto la matrice è comunque ortogo-
nale) come indicato in (12.38).

p = [v]t[i] = [vdqo]
t[idqo] (12.38)

Esprimendo la (12.38) in termini del fasore spaziale si ottiene la
relazione signi�cativa indicata in (12.39).

p = Re(v̄i) + voio Re(v̄i) = (vd + jvq)(id − jiq) = vdid + vqiq
(12.39)


