
Equazioni di Laplace 

Laplace 
 

{
 

 
−∆𝑢𝑖 = 0          𝑖𝑛 Ω
𝑢𝑖 = 𝑔𝑖              𝑖𝑛 Γ𝑖

𝑢𝑖 = 0            𝑖𝑛 
𝜕Ω

𝜕Γ𝑖

 

 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = ∑𝐴𝑛
1 sin (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥) sinh [

𝑛𝜋

𝐿
(𝐻 − 𝑦)]

+∞

𝑛=1

1

sinh (
𝑛𝜋𝐻
𝐿
)

 

𝐴𝑛
1 =

2

𝐿
∫ 𝑔1(𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥)𝑑𝑥

𝐿

0

 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = ∑𝐴𝑛
2 sin (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥) sinh [

𝑛𝜋

𝐿
𝑦]

+∞

𝑛=1

1

sinh (
𝑛𝜋𝐻
𝐿
)

 

𝐴𝑛
2 =

2

𝐿
∫ 𝑔2(𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝐿
𝑥)𝑑𝑥

𝐿

0

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑢3(𝑥, 𝑦) = ∑𝐴𝑛
3 sin (

𝑛𝜋

𝐻
𝑦) sinh [

𝑛𝜋

𝐻
(𝐿 − 𝑥)]

+∞

𝑛=1

1

sinh (
𝑛𝜋𝐿
𝐻 )

 

𝐴𝑛
3 =

2

𝐻
∫ 𝑔3(𝑦) sin (

𝑛𝜋

𝐻
𝑦)𝑑𝑦

𝐻

0

 

 
 
 
 
 
 
 
 

𝑢4(𝑥, 𝑦) = ∑𝐴𝑛
4 sin (

𝑛𝜋

𝐻
𝑦) sinh [

𝑛𝜋

𝐻
𝑥]

+∞

𝑛=1

1

sinh (
𝑛𝜋𝐿
𝐻 )

 

𝐴𝑛
4 =

2

𝐻
∫ 𝑔4(𝑦) sin (

𝑛𝜋

𝐻
𝑦)𝑑𝑦

𝐻

0

 

 
 
 
 
 
 
 



Condizione di Dirichlet 
 

𝑢 = 𝑔 
 

Condizioni di Neumann 

 

−∇⃗⃗ 𝑢 ∙ �̂� = ℎ 
 

Condizioni di Robin 

 

−∇⃗⃗ 𝑢 ∙ �̂� − 𝛼𝑢 = ℎ 
 

 
Separazione variabili in coordinate polari (cerchio): 
 

{
𝑥 = 𝑅 cos𝜗
𝑦 = 𝑅 sin𝜗

 

 

𝑟 = √𝑥2 + 𝑦2 
 

𝜗 = tan−1 (
𝑦

𝑥
) 

 

∆𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
1

𝑟2
𝜕2𝑢

𝜕𝜗2
 

 

𝑢(𝑟, 𝜗) = 𝐴0 + [∑𝐴𝑛 cos(𝑛𝜗)

∞

𝑛=1

+∑𝐵𝑛 sin(𝑛𝜗)

∞

𝑛=1

] (
𝑟

𝑅
)
2

 

 

𝐴0 =
1

2𝜋
∫ 𝑔(𝜗)𝑑𝜗
𝜋

−𝜋

 

 

𝐴𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑔(𝜗) cos(𝑛𝜗) 𝑑𝜗
𝜋

−𝜋

 

 

𝐵𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑔(𝜗) sin(𝑛𝜗) 𝑑𝜗
𝜋

−𝜋

 

 

 


